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Aktualno ! 

Supravodljivost (I) 

ANA SMONTARA, Zagreb 



Supravodljivost je danas jedan od najinteresantnijih i najvise istrazivanih pojava u eksperi- 
mentalnoj i teorijskoj fizici cvrstog stanja. Razlog za to lezi u nedavnom otkricu supravodljivosti 
na relativno visokim temperaturama, otkricu koje je supravodice dovelo na prag sirih tehnickih 
primjena, a samim time moglo bi utjecati na razvoj nase civilizacije. Pokusat cemo stoga razjasniti 
sto je fenomen supravodljivosti; kako je otkriven i izucavan, te koje su moguce primjene. 

Godine 1908. nizozemski fiziccr H. Kamerling-Onnes prvi puta je dobio tekuci helij (tempe- 
ratura ukapljivanja helija je — 268 3 95°C ili 4,2 K). Time je granica niskotemperaturnih istrazivanja 
pomaknuta do neposredne blizine apsolutne nule, najnize moguce temperature koja iznosi —273,15° 
C ili OK J) . Mjereci elektricni otpor platine i zlata on je zakljucio da otpor metala priblizavanjem 




SI. Ia. Elektricni otpor uzorka zive ovisno o temperaturi u kelvinima. Ovaj graf Kamerlingh-Onnesa oznaCio je otkride 

supravodljivosti 

SI. lb. ElektriCni otpor uzorka Lai.ssSro.isCuCU novog visokotemperaturnog supravodiCa. Ovaj graf rezultat je po- 
Cetka istrazivanja visokotemperaturne supravodljivosti u Jugoslaviji 



apsolutnoj nuli tezi prema konstantnoj vrijednosti. Analognim ispitivanjem na zivi opazio je 1911. 
godine da elektricni otpor u blizini temperature od 4 K naglo pada na nulu (si. la). U uzorku zive 
na toj temperaturi, tzv. kriticnoj temperaturi T c) dolazi do prijelaza iz stanja normalne metalne 



1 * Eksperimentalno nije postignuta apsolutna nula; do sada najniza u laboratoriju postignuta temperatura je 38 fiK. 
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vodljivosti (N stanje) u supravodljivo stanje (S stanje). Pojava supravodljivosti nastaje samo ako 
je gustoca struje (jakost elektricne struje po jedinici povrsine poprecnog presjeka vodica) u uzorku 
dovoljno mala. Prijede li ona neku kriticnu vrijednost, elektricni otpor uzorka ponovo se uspostav- 
lja, uzorak prelazi iz supravodljivog u normalno stanje. U supravodljivom stanju elektricni otpor 
za istosmjernu struju je nula ili vrlo blizu nuli (npr. otpornost je manja od 10“ 19 dok je 

otpornost bakra na istim temperaturama oko 10" 7 Qm) i stalna elektricna struja tece bez slabljenja 
u supravodljivim prstenovima nekoliko godina. J. File i R. G. Mills 1963. godine, na osnovu mje- 
renja elektricne struje u zavojnici od Nb 0 , 7 5 Zr 0 .2 5 :> zakljucili su da je vrijeme opadanja supravod- 
ljive struje oko 100 000 godina 

Materijali koji postaju supravodljivi ispod neke kriticne temperature T c pokazuju ne samo 
jedinstvene elektricne nego i magnetske osobine koje se ne mogu objasniti samo svojstvom da je 
njihov elektricni otpor u supravodljivom stanju gotovo nula. W. Meissner i R. Ochsenfeld 1933. 
godine, utvrdili su eksperimentalno da se supravodici u slabom 2) magnetskom polju ponasaju kao 
idealni dijamagnetici (magnetska susceptibilnost dijamagnetika je manja ili jednaka nuli), sa mag- 
netskom indukcijom jednakom nuli u svojoj unutrasnjosti. Ako se uzorak stavi u magnetsko polje 
i hladi do ispod temperature "prijelaza u supravodljivo stanje, magnetski tok prisutan u uzorku 
prije prijelaza u supravodljivo stanje, istisnut je iz uzorka u supravodljivom stanju (si. 2, Meissner 
efekt). To svojstvo supravodica omogucuje nam da lako utvrdimo postojanje supravodljivog 
stanja (si. 3). 




SI. 2. Meissner efekt u supravodljivo) kugli hladenoj u 
konstantnom magnetskom polju, pri prijelazu ispod kri- 
tiine temperature T c linije magnetske indukcije B bivaju 
istisnute iz kugle' 

SI. 3. Magnet u obliku kocke slobodno lebdi na mag- 
netskom jastuku stvorenom strujama u supravodidu (disku 
od supravodljivog materijala) kad je supravodid u supra- 
vodljivom stanju (u normalnom stanju magnet leii na 
supravodiCu) 




H. Kamerling- Onnes otkrio je, 1913. godine, da dovoljno jako magnetsko polje moze razoriti 
supravodljivost, tj. da supravodic prijede pod utjecaje magn. polja u stanje normalne vodljivosti. 
Kriticna vrijednost magnetskog polja koja uzrokuje prijelaz u normalno stanje najveca je na tema 
peraturi apsolutne nule, a pada prema nuli po parabolnom zakonu kada se temperatura priblizava 

kriticnoj temperaturi T c (si. 4). U metalima s niskom kriticnom 
temperaturom i vrijednost kriticnog polja je mala. Za kriticne 
temperature manje ili jednake 1 K kriticno polje je reda velicine 
1 mT, poveca li se kriticna temperatura, tada kriticno polje raste 
do priblizno 100 mT. Medutim, postoje i materijali u kojima se 
svojstvo supravodljivosti gubi tek u poljima reda velicine 10T pa 
su oni stoga i pogodniji za tehnicku primjenu (o cemu ce biti ri- 
jeci u nastavku). 

Svojstvo supravodljivosti pokazuju mnogi metali, legure i 
spojevi. Do 1986. godine, kriticne temperature supravodljivih 
materijala kretale su se od vrlo niskkih vrijednosti 0,01 K za neke 
poluvodice do 23,2 K za leguru Nb 3 Ge. Danas, otkricem visoko- 
temperaturnih supravodica (si. lb) granica kriticnih temperatura 
pomakla se prema 100 K (si. 5) a otvorena je mogucnost da se po- 
makne i vise. Zanimljivo je da u mnogim metalima supravodljivost 
nije primjecena ni do najnizih temperatura (0,01 K). Alkalijski i plemeniti metali, iako su poz- 
nati kao dobri vodici pri normalnim temperaturama, ne pokazuju supravodljivost sve do 0,05 K. 




SI. 4. GrafiCki prikaz napretka o 
otkrivanju supravodljivosti na sve 
visim temperaturama otkada je ta 
pojava 1911. godine otkrivena 



Magnetska susceptibilnost dijamagnetskih tvari za relativno slaba magnetska polja ne ovisi o jakosti polja. 
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Feromagnetski metali takoder ne pokazuju svojstvo supravodljivosti. Element^ za koje je poznato 
da su supravodici> prikazani su u tablici 1 3 zajedno sa svojim temperaturama prijelaza, dok su tem- 
perature prijelaza nekih supravodljivih spojeva dane u tablici 2. 




°C 



-200 



-250 



-273 



SI. 5. Kritidno magnetsko polje kao funkcija temperature 




Tablica 1. Supravodljivi elementi u periodnom sistemu. Temperature prijelaza u supravodljivo stanje naznafiene su 
u gornjoj koloni a kriti£na magnetska polja na apsolutnoj nuli u donjoj koloni. Zvjezdica oznacuje elemente koji su supra- 
vodljivi u tankim filmovima ili pod visokim tlakom u kristalnoj strukturi 
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Spoj Tc(K) Spoj Tc (K) 



Nb 2 Sn 


18.05 


Nb 2 Ge 


23.2 


Nb 2 Al 


17.5 


NbN 


16.0 


(SN), poly- 





mer 0.26 



V 3 Ga 


16.5 


V 3 Si 


17.1 


PbiMo 5 .iS 6 


14.4 


Ti 2 Co 


3.44 


La 3 In 


10.4 



Tablica 2. Temperature supravodljivog prijelaza nekih spojeva 

Supravodljivo stanje je uredeno stanje vodljivih elektrona u metalu, elektroni na tempera- 
turama ispod temperature prijelaza ureduju se tvoreci slabo vezane parove (tzv. Cooper ove p drove), 
a na temperaturama visim od temperature prijelaza napustaju to uredenje. Prirodu i porijeklo 
takvog uredenja prvi su, 1957. godine, objasnili J. Bardeen, L. N. Cooper i J. R. Schriefer; o tome 
ce biti rijeci u slijedecem broju. 



Lagrangeov zakon i njegove primjene 

BORIS J. PAVKOVlC, Zagreb 

U br. 4 MFL-a (1986/87) objavljen je clanak Branimira Galica pod naslovom »Zakon o te- 
zistu i njegove primjene«. U ovom se clanku tretira slicna problematika, tj. pokazuje se kako se po- 
mocu jednog drugog fizikalnog zakona i to Lagrangeovog zakona o inerciji (J. L. Lagrange, 1736 — 
— 1813, francuski matematicar, fizicar i astronom) mogu rjesavati izvjesni matematicki zadaci. 

Osnovni objekt nasih razmatranja je materijalna tocka. Materijalnom tockorn zovemo uredeni 
par (A, m), koji se sastoji od tocke A i mase m > 0, m e R. Intuitivno treba to shvatiti kao da ima- 
mo tocku i u njoj smjestenu masu. Svaki konacan skup materijalnih tocaka zovemo sistemom ma- 
terijalnih tocaka. 

Neka je sada Sf = {(A l3 mC, (A z , m 2 ), (A n , m n )} sistem materijalnih tocaka, P bilo koja 
tocka prostora i d t = \A t , P|, i = 1, ..., n udaljenosti tocaka A t od tocke P. Zbroj 

I p = L m t df 

i = 1 

zovemo momentom inercije sistema SA s obzirom na tocku P. 

Za moment inercije vrijedi ovaj Lagrangeov zakon o inerciji: 

Ako je P bilo koja tocka prostora, T teziste sistema SA i I p , I T momenti inercije sistema SA s ob- 
zirom na tocke P i T, onda vrijedi 

n 

/ p = / r + sw ( • |pri 2 . (i) 

1 = 1 

Dokaz. Dokaz je posve elementaran. Dovoljno je znati formulu za radijvektor tezista sistema 
izvedenu u navedenom clanku Branimira Galica. 

Najprije, ako je P = T onda je tvrdnja isnitita na trivijalni nacin. Pretpostavimo stoga da je 
P 4s T. Postoji beskonacno mnogo ravnina okomitih na PT i odaberimo onu od njih za koju su sve 
tocke sistema £? s nj ezine iste strane. Oznacimo tu ravninu sa a (v. sliku). 

Oznacimo dalje s N, N i3 ..., N„ nozista okomica spustenih iz tocaka P, A l5 A„ na ravninu a, 
sa p, z i, ..., z n udaljenosti tih tocaka od a i sa t udaljenost tocke T od a. Odaberimo prostorni pra- 
vokutni koordinatni sustav tako da mu se ishodiste O i koordinatne osi Ox i Oy nalaze u a. Os Oz 
je tada okomita na a. Uz tako odabrani koordinatni sustav brojevi p, t, z l3 ..., z n su tada aplikate 
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(trece koordinate, z-koordinate) tocaka P, T, A„. Neka je r T radijvektor tezista T s obzirom 

na taj koordinatni sustav. Tada je 



r T = 



S m t r t 
i—1 
n 

S mi 
i=l 



( 2 ) 



Iz ove formule za .sr-koordinate navedenih tocaka dobivamo 

n n 

2 rtii z t = (2 mi) • t. 

i=l i=l 

Pretpostavimo da je sada iV ^ Ni (na slucaj N = Ni osvrnut cemo se malo kasnije). Promotrimo 
trapez NN 1 A 1 T. Sa slike vidimo da vrijedi 

\TArf = (*i - t) 2 + \NNA 2 O) 

\PA l \ 2 = (z l -p) 2 +\NN l \ 2 . ( 4 > 

Odbijanjem jednakosti (3) od (4) dobivamo 

IP/1,1 2 - ir^il 2 = (z, -p) 2 - (2, - t) 2 = (2, -/> - 2l + «)(Zl - P + 2, - 0 = 

= (t - p) (22, - p - i) = (t - p) [t - P + 2 (2, - 0] = (t - p) 2 + 2 (t - p) (2, - t). 
Dakle, imamo 

\PA,\ 2 ~ \TAA 2 = I P T\ 2 + 2 (t-p)(z 1 - t). 

Pomnozimo li ovu jednadzbu sa mi, dobit cemo 

m, \P A x \ 2 - nil \T A t \ 2 = m, |P T| 2 + 2 (t -?)(«, *i - t). (5) 

Lako se vidi da jednakosti (3), (4) pa onda i (5) vrijede i u slucaju N = N u pa je time ovaj slucaj 
apsolviran. 

Analogno se dobiva 

m 2 \P A 2 1 2 — m 2 \TA 2 \ 2 = m 2 |P T\ 2 + 2 (t — p) (jn 2 z 2 — t ), 



m n \PA n \ 2 - m„ |7M n | 2 - m„ |P P| 2 + 2 (* - p)(m n z n - m n t). 
Zbrajanjem ovih jednakosti i (5) dobivamo: 

• 2 m t | P Ail 2 — 2 m ( - |T 1 2 - 2 |P P| 2 + 2 (t — p) (2 m t z t — 2 t). 

z=i i=l i=l * =l 
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Radi (1), po definiciji momenta inercije, odavde slijedi 

Ip = I T + S m t | P T | 2 , 

*=i 

a to je trebalo i dokazati. 

Napomena . Iz Lagrangeovog zakona [neki ga nazivaju Steineroy teorem ] neposredno slijedi 
da je tezi§te ona tocka prostora s obzirom na koju sistem ima najmanji moment inercije. 

Pokazimo na primjerima kako se pomocu Lagrangeovog zakona mogu rjesavati neki zadaci 
elementarne geometrije. 

Primjer 1. Oko jednakostranicnog trokuta opisana je kruznica. Dokazite da zbroj kvadrata 
udaljenosti, od vrhova trokuta do tocke na opisanoj kruznici, ne ovisi o njenom polozaju. 

Osnovna ideja rjesavanja ovakvih zadataka svodi se na to da zadanoj geometrijskoj konfigura- 
ciji pvidruzimo na izvjesni nacin jedan sistem materijalnih tocaka tako da Lagrangeov zakon primije- 
njen na taj sistem daje upravo onaj odnos, kojeg zelimo dokazati. U ovom slucaju imamo jednako- 
stranicni trokut A 1 A 2 A 3 i tocku P na opisanoj kruznici. Promotrimo sistem materijalnih tocaka 
f(A 1). (At 2 j 1)j (A 3 , 1)} 5 kojeg dobijemo tako da u tocke A ls A 2 , A 3 smjestimo jedimcne mase. 
Oznacimo sa O srediste opisane kruznice. Teziste navedenog sistema je upravo u tocki O. Lagran- 
geov zakon daje 

J P = I Q + 3 * \P 0\ 2 . 

Oznacimo udaljenosti tocaka A t od P sa 4 i = 1, 2, 3. Tada je I P = d\ + d\ + d 2 , 1° == 3r 3 
\p q\ = r , gdje je r polumjer trokutu opisane kruznice. Uvrstimo li ove vnjednosti u prethodnu 

formulu dobivamo 

dl + dl + dl-er 2 , 

pa zaista zbroj kvadrata udaljenosti ne ovisi o polozaju tocke P, vec samo o trokutu. 

Primjer 2. Odredite duljine simetrala unutarnjih kutova trokuta, kojemu su zadane duljine 

stranica. ...... 

Neka je ABC zadani trokut, a — \B C|, b = \A C|, c — \A B\ i s y duljina simetrale kuta y 
toe trokuta. Neka je dalje C x sjeciste te simetrale sa stranicaom AB (nacrtajte sliku). Smjestimo 
sada uAiB takve mase da Ci bude teziste tako dobivenog sistema materijalnih tocaka. Neka je 
\ B c I = a i \A Ci | = b A Prema teoremu o simetrali kuta u trokutu u A treba smjestiti masu 
b l9 a u B masu a x . Dakle ST = {(. A , a{) 9 (B, Nadimo momente inercije sistema ST s obzirom 

na ‘tocke Ci Ci. Dobiva se 

Ic — a i b 2 + hi a 2 , I c i = cii b 2 + by a 2 . 

Prema Lagrangeovom teoremu je 

Ic — Ic i + (&i + ^i) * s y 2 ' 

Uvrstimo li ovamo nadene izraze za Ic i Icy dobit cemo 

a i b 2 + bi a 2 = ai b 2 + bi a\ + (a L + b A * s 2 . (6) 

Prema teoremu o simetrali vrijedi 

ai _bi _ ai + b i _ c 
a b cl + b a + b 

Odavde je 

a c 7 be 

CL i — j Tj b i t • 

a -f- b a + b 

Uvrstimo li ovo u (6) i uzmemo u obzir da je ai + b x = c, dobit cemo 
Analogni izrazi dobivaju se za s a i sp. 
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Primjer 3. U kruznicu je upisan cetverokut s medusobno okomitim dijagonalama. Dokazite 
da je zbroj kvadrata duljina njegovih suprotnih stranica jednak kvadratu dijametra kruznice. 

Neka je ABCD cetverokut s okomitim dijagonalama AC i BD upisan u zadanu kruznicu. 
Oznacimo sa O srediste kruznice i sa 5 sjeciste dijagonala. Pridruzimo ovom cetverokutu sistem 
SA — {( A 5 1), ( B , 1), (C, 1), (D s 1)} i neka je T njegovo teziste. Pomocu zakona o tezistu moze se 
pokazati da je teziste T sistema SA u polovistu duzine OS. Primijenimo Lagrangeov zakon na tocke 
5 i O. Dobivamo 

Is = It + 4 \TS\ 2 , I 0 = I T + 4 |0 T\ 2 . 

Kako je \T S\ = \0 T |, to iz ovih jednakosti slijedi 



a odavde je 



Is — 1 03 



\SA\ 2 + \S B | 2 + \SC\ 2 + \SD\ 2 = 4 r 2 , 
gdje je sa r oznacen polumjer kruznice. Prema Pitagorinom teoremu je 

\SA\ 2 + \SB | 2 = \AB\ 2 , |5C1 2 + \SD\ 2 - \CD\ 2 . 
Ako to uvrstimo u prethodnu jednakost dobivamo 

\AB \ 2 + \CD\ 2 = (2 r) 2 . 

Analogno se tvrdnja dokazuje za drugi par suprotnih stranica. 



Primjer 4. Zadane su duljine t a , t b , t c tezisnica trokuta i polumjer r tom trokutu opisane 
kruznice. Odredite udaljenost tezista trokuta od sredista njemu opisane kruznice. 

Neka je ABC trokut i O srediste opisane kruznice. Promatramo sistem SA = {(A, 1), ( B , 1), 
(C, 1)} i neka je T njegovo teziste. Prema Lagrangeovom zakonu imamo 

I 0 = I T + 3 |0 r| 2 . 



4 

Ocito je I 0 — 3r 2 i I T = — + t 2 + t 2 c ). Ako to uvrstimo u prethodnu formulu dobit cemo 

za trazenu udaljenost 

\OT\ = ^r 2 - + t 1 + t]). 

Pokazat cemo sada kako se Lagrangeov zakon koristi u elementarnoj algebri. 

Kako su momenti inercije uvijek pozitivni to iz Lagrangeovog zakona slijedi 

(S m t ) • |P T| 2 < I P3 # (7) 

i— 1 

pri tome znak jednakosti vrijedi ako i samo ako je I T — 0, tj. u slucaju kada se tocke sistema podu- 
daraju: A x = A 2 = ... ^ A n = T. 

Birajuci tocke A t i P na zgodan nacin i stavljajuci u njih zgodno odabrane mase mozemo po- 
mocu (7) dobiti razne interesantne nejednakosti. Na taj nacin (7) postaje pravo izvoriste za dobi- 
vanje raznih nejednakosti. Ilustrirajmo to na dva primjera. 

Primjer 5. Dokazite da za realne brojeve a t > 0 3 i — 1, ...> n vrijedi 

<*i + ... + a u < \j a\ + ... + a„ 

ii ^ r n 

pri cemu znak jednakosti vrijedi ako i samo ako je = ... = a n . 

Uzmimo u ravnini tocku P i poluzraku (polupravac) kojoj je pocetak u P. Odaberimo na 
toj poluzraci redom tocke A 1} A 23 ■■■> A, , takve da je 

I P A i j = d\ 3 | P A 2 \ — d 23 • • -j I P A n \ — ci, t . 
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Promotrimo sistem SA = {(A 1? 1 ), (A 2 , 1), ...* ( A n , 1)}. Tada je S m t = n i moment inercije sis- 
tema SA s obzirom na tocku P jednak je I P = a\ .4- a 2 + ••• + Oznacimo teziste od SA sa T 
i neka je P ishodiste koordinatnog sustava. Za radijvektor tezista od SA dobivamo 




( 8 ) 



gdje je sa r t oznacen radijvektor tocke A i3 i 1, ... 3 n. Ako sa e oznacimo jedinicni vektor u smjeru 
vektora PA 1 5 onda je 



r, — a t e , i — 1, n. 



Tada je r T = |PT| e } pa uvrstavanjem u (8) dobivamo 



odnosno 



\PT\ e = 



a i e + ... + cl, 7 e 



\PT\ = 



a i + ... + a n 



Ako to i I P uvrstimo u (7) dobit cemo 

[a i T ... + cl„)\ 2 



< + ... 



a odavde odmah slijedi tvrdnja. Znak jednakosti vrijedi samo ako je A± 
tj. ako je aj = a 2 ^ a„* 



^ A 2 



« An T 



Primjer 6. Dokazite da za sve prirodne brojeve n vrijedi 

l 2 -h 2 2 + ... + n 2 < j/ (1 + 2 4- ... + n) (l 3 4- 2 3 + ... '+ n 3 ). 



pri cemu znak jednakosti vrijedi samo ako je n = 1. 

Odaberimo u ravnini tocku P i poluzraku s pocetkom u P kao i u prethodnom zadatku. Neka 
su Ai tocke te poluzrake odredene sa \PA t \ = i 3 i — 1, ... 3 n. Smjestimo u te tocke mase m t - = i. 
Tada je 

S»ii = lf2 + 

Neka je e odabran na nacin iz primjera 5. Tada dobivamo 



\PT\ = 



l 2 + 2 2 + ... + n 2 
l + 2--f ... 4- n 



Moment inercije I P sistema SA — {(A 1} 1) 3 (A 2 , 2), ..., ( A n , n)j jednak je 

I P = 1 • l 2 + 2 • 2 2 + ... + n • n 2 = l 3 4- 2 3 4- ... + n 3 . 



Ako to uvrstimo u ( 7 ), dobit cemo 



(1 4- 2 + ... + 



, (l 2 4- 2 2 + ...n 2 
n) \1 + 2 + ... + n 



) 



< l 3 + 2 3 4*. ... 4- n 3 , 



a odavde odmah slijedi tvrdnja. Ocito da znak jednakosti vrijedi samo ako se sve tocke podudaraju, 
tj. samo za n = 1 . 



Na kraju valja napomenuti da se neki od navedenih zadataka mogu rijesiti i na drugi nacin; 
mi smo ovdje htjeli pokazati kako se to radi pomocu Lagrangeovog zakona o inerciji. 

Korisno je da za vjezbu upotrebom tog zakona pokusate rijesiti slijedece zadatke: 



1. Oko pravilnog tetraedra opisana je sfera. Dokazite da zbroj kvadrata udaljenosti tocke 
sfere od vrhova tetraedra ne ovisi o njenom polozaju na sferi. 
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2. Oko pravilnog rc-terokuta opisana je kruznica. Dokazite da zbroj kvadrata udaljenosti 
tocke opisane kruznice od vrhova ne ovisi o njenom polozaju na kruznici. 

3. U jednakostranicni trokut upisana je kruznica. Dokazite da zbroj kvadrata udaljenosti 
tocke na toj kruznici od vrhova trokuta ne ovisi o njenom polozaju na toj kruznici. 

4. Dokazite ovaj teorem Stewarta (M. Stewart, 1717 — 1785, engleski geometricar) : Ako je 
Ci bilo koja tocka na stranici AB trokuta ABC , onda vrijedi 

\CA\ 2 • \BCi | + |J5C| 2 • \ACi | - ICCjl 2 • \AB\ = \AC X \ • \BC X | • \AB\. 

5. Dokazite ovaj teorem Eulera (L. Euler 1 707 — 1 783, svicarski matematicar) : Ako je A x A 2 A 3 
A± bilo koji cetverokut (ravninski ili prostorni), a P i O polovista njegovih dijagonala A V A 3 i 
A 2 A 4 , onda vrijedi 

\ A i A 2 I 2 + \A 2 A 3 \ 2 + \A 3 A 4 \ 2 + IA 4 A t l 2 = | A t A 3 \ 2 + \A 2 A 4 \ 2 + 4 |PQ| 2 . 

Napomena. Ovo je poopcenje teorema o zbroju kvadrata dijagonala paralelograma. 

6. Dokazite da za realne brojeve a t > 0, i — 1, ..., n vrijedi 

(«! + ... 4- a n ) + — ) > n 2 , 

\fll CLnt 

pri cemu znak jednakosti vrijedi ako i samo ako je a x = ... = a n . 

7. Dokazite da za realne brojeve a t > 0, b t > 0, i = 1 vrijedi 

+ ... + a n b n < \ a 2 - f ... + a 2 • j/^f H- ... + b 2 . 

Kada vrijedi znak jednakosti? 

Napomena. Ova se nejednakost zove nejednakost Cauchy -Bunjakovskog. 



Odredivanje nultocaka funkcije pomocu mikroracunala 

siniSa grgiC, maturant , Osijek 

Odrediti nultocku neke funkcije je naoko sasvim jednostavan, a u biti pak veoma slozen pro- 
blem, jer postoji citav niz funkcija koje imaju i vise nultocaka u odredenom intervalu i ne uvijek 
pravilnog rasporeda kakvog ga ima npr. funkcija sin x, a cesto se susrecemo i sa gotovo ne- 
rjesivim problemima. Za rjesavanje ovakovih problema moze nam vrlo dobro posluziti mikrora- 
cunalo, u prvom redu zbog svoje velike brzine racunanja, jer njime mozemo funkciju analizirati 
cak i »pjesacenjem«. 

Upravo to »pjesacenje« je glavna, osnovna zamisao traganja za sto pribliznijom vrijednoscu 
nultocke pomocu racunala. 

1. DEFINIRANJH FUNKCIJE 

Buduci da rjesavanju jednadzbe f (x) - 0 pristupamo programski to znaci da bismo morali 
definirati funkciju opcenito, tj. kao preslikavanje nekog realnog broja x u neki novi realni broj 
f (x) vodeci racuna da ju zadajemo iskljucivo kao funkciju jednog argumenta x , koristeci »uhodanu« 
kompjutersku terminologiju za pojedine funkcije kao npr. sin x SIN (X) ili e x EXP (X) 
i si. 

Opcenito funkciju definiramo na racunalu COMMODORE 64 ovako: 

LIST 10—40 

10 INPUT ’’FUNKCIJA F (X) = ” ; F $ 

20 PRINT CHR$ (147) : PRINT ”40 DEFFN F (X) = ” ; F $: PRINT ’’.GOTO 40” 

30 POKE 631, 19: POKE 632, 13: POKE 633,13: POKE 634,13: POKE 198,4: END 
40 REM ovu programsku liniju definira kompjuter 

Kada pokrenemo ovaj program na ekranu se pojavljuje: 

RUN 

? SIN (X) * EXP (—X) 
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Na postavljeni upit odgovorili smo gore ispisanim funkcijskim oblikom. Sada si racunalo 
samo definira upisanu funkciju unutar programske linije 40 i time prestaje rad prvog dijela pro- 
grama (END), ali se racunalo samo opet starta od programske linije 40 (GOTO 40). 

2. GRANICE INTERVALA I FINOCA PRETRAGE 

Kada smo definirali funkciju potrebno je saznati od korisnika granice intervala u kojimaoce- 
kuje nultocke upisane funkcije. Isto je tako bitno unijeti i tzv. finocu pretrage (FI) koja utjece na 
tocnost ili bolje receno pribliznost rezultata, ali isto tako i na vrijeme izvodenja programa. Ona 
predstavlja zapravo »korak« u kojem se pretraga vrsi (v. sliku). 

LIST50 — 70 

50 PRINT CHR$ (147) : K = 1 : DIM X (99) : FOR N = 0 TO 99 : X (N) = 919 : NEXT N 
60 INPUT ’’GRANICE INTERVALA XI, X2, ” jXl, X2 
70 INPUT ’’FINOCA PRETRAGE FI 

Ovdje je veoma bitno postaviti granice intervala tako da upisana funkcija bude definirana 
unutar tih granica. U protivnom ce racunalo javiti gresku (? DIVISION BY ZERO). 

Tada treba ispisati RUN 40 te ponovno unijeti nove granice intervala. 



3. PRETRAGA 

Pretraga, tj. traganje za nultockama zadane funkcije zasniva se na vrlo jednostavnim logic- 
kim nacelima. Naime, mi dijelimo zadani interval na podintervale odredenim brojem tocaka cije 
se apscise medusobno razlikuju za FI (finoca pretgrage). Sada za svaku od tih toCaka x trazimo 
njenu funkcijsku vrijednost f(x) i promatramo da li se promijenio predznak toga/(%) u odnosu 
na / (x-FI), tj. u odnosu na vrijednost funkcije za prethodno promatranu tocku (slika 1). Ako je 
predznak ostao nepromijenjen (ako je SGN (FNF (X)) = SGN (FNF (X-FI))) uzimamo slijedeci 
x i nastavljamo pretragu, a ako je doslo do promjene predznaka zakljucujemo da je u novom in- 
terval od x-FI do x doslo do presjeka grafa zadane funkcije sa osi apscisa. 




Da bismo dosli do sto tocnijeg presjecista, odnosno sto blize nultocki, dijelimo taj novi in- 
terval na 10 novih dijelova i vrsimo pretragu analognu vec spomenutoj samo u mnogo manjim 
velicinama. Sve se ovo ponavlja sve dok ne stignemo do reda velicine 10" 9 , a time i do najtocmjih 
rezultata koje mozemo dobiti na racunalu ovom metodom. 

Ovakvo rjesavanje, gdje se rjesenju »priblizavamo« spiralno prema centru koji predstavlja 
trazenu nul tocku, u biti je graficko rjesavanje. Konacan rezultat dobivamo kao aritmeticku sred- 
nju vrijednost dviju susjednih tocaka razlicitog predznaka medusobno udaljenih za FI • 10 
(slika 2). 
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Tako program dalje izgleda ovako: 



S0 

30 

100 

110 

150 

500 

210 

220 

230 

240 

250 

260 

270 

280 

230 



IF Xi=X2 THEN 60 
IF XI >X2 THEN K«Xi : XI =X2 : X2=K 
FOR X' = XJL + FI TO X2 STEP FI 
GOSUB 200 
NEXT X: END 
X0=X-FI :Z=X:E=10 

IF SGN(FNFOO ) =5GN < FNF ( X0 ) ) JHEN RETURN 
FOR N*i TO E 

Y0=Z-FI/E*N:Y=Z-FI/E*<N-1 ) 

IF SfiN(FNF<Y) )=SGN<FNF(Y0) ) THEN NEXT N 
IF E'C1E03 THEN £ = E*10:Z=Y :GOTO 220 
X<K ) = INT ( < Y ♦ Y0 > /2*1E09 )’/lE03 

PRINT^X("k>^?^k*K^ 1 X ^ K ”^ ^ J ^ ? ) s VftL.CLEFT$(STR$<X(K> 3 ) ) THEN 2S0 
RETURN 



Buduci da smo funkciju vec ranije zadali, na ekranu dobivamo: 

GRANICE INTERVALA XI, X2 ? 0> 1 
FINOCA PRETRAGE? 1 
0 

3.14159265 

6.28318531 

Rezultati na izlazu su zadovoljavajuci jer smo dobili broj n na 8 tocnih decimala. Da smo za finocu 
pretrage uzeli nesto veci broj 3 dobili bismo »grublje« rezultate 3 a isto tako bi postojala mogucnost 
da koja nultocka izostane. No* ako nam je promatrani interval neke funkcije mnogo veci potrebno 
je uzeti i veci FI3 kao npr. 2, 3 a 5 ili dr. da bi se program brze odvijao premda bi time dobili re- 
lativno neprecizne rezultate. 

4. ANALIZA REZULTATA PRETRAGE 

Moze se lako provjeriti da dobiveni broj n, kao jedna od nultocki, upravo odgovara onome 
koji je memoriran u stalnoj memoriji racunala. Funkcija koju smo do sada promatrali predsta- 
vlja prigusenu sinusoidu (slika 3), a os opscisa sijece u istim tockama kao i funkcija sinx, tako da 
u intervalu [0> 7] ima slijedece nultocke: 0, n 3 In. 
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Buduci da smo ispitali rad programa mozemo sada pristupiti i rjesavanju »zamrsemjih« 
funkcija, kao npr. 

F (X) =, ABS (ABS (X - l) - 2 * ABS (ABS (X) - 3)) - 1 



ciji je graf prikazan na slid 4. 




Vidimo da ovaj graf u intervalu [-9,7] sijece x-os 8 puta, te ako ju definiramo unutar nasega 
programa dobivamo uz korak FI = 0.1 sli jcdccc rezultate. 



REZULTAT T IME$ 


GRESKA (•/. ) 


nultoCka 


-8 


0001 


0 


-8 


—6 


0004 


0 


-6 


— £ 


0010 


0 


— £ 


-1.33333333 


0012 


zaokruZeno 


-4/3 


2 


0015 


0 


2 


2. 6666666.7 


0017 


Z00KRU2EN0 


8/3 


4. 00000012 


0022 


+0. 000003 


4 


6. 00000024 


0028 


+0. 000004 


6 
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Ovdje primjecujemo da su rezultati u relativno kratkom vremenu izasli relativno precizni 
dok su dvije tocke dobro zaokruzene, dvije imaju relativno vrlo malu gresku, a cetiri su 100% 
tocne. 



5. ZAKLJUCAK 

Predstavljeni program ocito omogucuje brzo i vrlo efikasno pronalazenje nultocaka funkcije, 
za koje su uobicajene metode katkad potpuno neprimjenjive. Ipak, treba naglastiti da i ovaj pro- 
gram predstavlja samo jednu pomocnu metodu, koja uz primjenu drugih nacina u analizi funkcije 
daje rezultate. Racunalo bi trebalo naci, a i sve vise nalazi, svoju primjenu u matematici. Ono je, 
jednostavno receno, osnovna alatka buducih matematicara. 

Na kraju, valja jos napomenuti da se ovaj program uz vrlo male prilagodbe moze primijeniti 
i na drugim tipovima malih racunala. 

Listing program u cijelosti: 



ie 

£0 

30 

40 

50 

50 

70 

S8 

30 

100 

110 

120 

200 

210 

228 

230 

240 

250 

£60 

270 

£80 

230 



END 



:X(N;=fl9: NEXT N 



INPUT'TUNKC I JA F< X ;=" ; F$ 

PRINT UHR$C147>: PRINT ,, 40 DEFFNF <X ; = " , F$ : PRINT "GOTO 40*' 

POKE £31, 13: POKE S3£,13:P0KE S33,13:R0KE 634,13:PuKE 138 4- 
REN ** * OVD PROGRAMSKU LINIJU CEF IN IRA RACUNALO *** 

PR IN; CHRSK 147 ; :K = 1 : DIM X(99): FOR N=0 TO 53 
INPUT "GRAN ICE I NTERVALA XI, X2 ";Xi,*2 
INPUT "FINOCA PRETRAGE F I 
IF X 1 =X£ THEN 50 
IF XI >;<2 THEN K=X1 :X1=X£ :X2 = k 
FOR X = Xl+FI TO X£ STEP FI 
GOSUB 200 
NEXT X : END 
X0=X -F I :Z=X:E=10 

IF S5N ( FNF <X) )=SGN(FNF<X0) ) THEN RETURN 
F0RN=1T0E 

Y0=Z-F I /E*N : Y=Z-F I /E*(N-1 ) 

IF SGN ( FNF < Y ) ) =SGN < FNF ( Y0 > ) THEN NEXT N 
IF E < 1 E09 THEN E=E« 10 : Z*Y : GOTO 220 
X < K ; = I N T C ( Y + Y0 ) /£*1E03 ) /1E03 

PR iN? L x <"k > x ( K " 1 > } ' 3 > J ( le: FT$ < STR$< X ( K ) ) , 9 ) ) THEN 250 

RETURN 



READY. 



»Hladna« fuzija — san ili energetska buducnost? 

ALAN PAIC 3 student y Zagreb 

U procvatu zanimanja javnosti za buducnost covjekove okoline, a naravno bez odusfajanja 
od svih blagodati suvremene civilizacije 3 nastala je potraga za takozvanom »cistom« energijom. Na- 
lazenje takvog izvora energije rijesilo bi danasnju nemogucu dilemu: nastaviti proizvoditi sve 
vise »prljave« energije i dokraja unistiti okolis 3 ili naglo smanjiti proizvodnju energije te se vratiti 
u civilizacijski Srednji vijek? Jer^, sve na sto smo navikli ima svoju energetsku cijenu: zgrada vase 
skoleT>kosta« nekoliko stotina tona nafte^ a za kilogram papira na kojem se tiska Matematicko-fi- 
zicki list treba pola kilograma tog »crnog zlata«. 

Apsolutno cistog izvora energije nema. Naime, kada bolje razmizlimo i o siroko pozdravlje- 
noj Suncevoj energiji 3 moramo se zamisliti nad brojem rudarskih nesreca koje se moraju dogoditi 
da bi se osigurao metal za izgradnju solarne elektrane. 

Jedan od najciscih izvora energije svakako je nuklearna fuzija. Fuziona elektrana bi kao ot- 
pad davala bezopasan a koristan plin helij, za razliku od danasnjih, fisionih nuklearnih elektrana 
koje proizvode visokoaktivne radionuklide. 

Na kojem principu radi fisioni, a na kojem fuzioni reaktor? Fisija je cijepanje teskih atoms- 
kih jezgara u manje fragmente pri cemu vrijedi da je zbroj masa nastalih fragmenata manji od 
mase polazne jezgre. Razlika pocetne i konacne mase pretvorit ce se u kineticku energiju fragmenata 
prema cuvenoj Einsteinovoj relaciji E = m c 2 . Ta se kineticka energija makroskopski manifestira 
kao toplina koju mi koristimo za dobivanje elektricne energije. Fuzija je pak obratan proces. Ona 
predstavlja spajanje jezgara lakih elemenata pri cemu je masa novonastale jezgre manja od zbroja 
masa polaznih jezgara, te se ponovo ta razlika mase pretvori u toplinu. 
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Zasto je covjek vec odavna ovladao fisijom, a fuzijom ne? Prisjetimo se malo grade atomske 
jezgre. Ona se sastoji od protona i neutrona. Dok ih na okupu drzi jaka nuklearna sila, jezgra je 
stabilna. Da nije nje, elektricno odbijanje medu protonima ucinilo bi da se oni »rastrkaju« svaki 
na svoju stranu. No, buduci je jaka sila vrlo kratkog dometa, dovoljno je jezgru malo »kvrcnuti« 
da se dva njena dijela malo razdvoje, »ljepilo« jake sile popusti i jezgra se cijepa. Neutroni koji se 
»odlijepe« od jezgre usporavaju se, pa zatim oni »kvrcnu« slijedecu jezgru i tako se razvija lancana 
fisija. Nju je lako potaci: pri kriticnoj masi fisibilnih radioaktivnih jezgara ona pocinje spontano. 

Da bismo, medutim, spojili dvije jezgre npr. vodika, moramo postici da se one krecu toliko 
brzo da uspiju savladati elektricno odbijanje medu sobom i doci dovoljno blizu jedna drugoj da 
ih jaka nuklearna sila >>zalijepi«. Da bi se postigle tolike brzine, potrebne su temperature slicne oni- 
ma u unutrasnjosti Sunca, tj. oko 100 milijuna stupnjeva (Kelvina ili Celzijusa, sada je svejedno). 
Znamo, naime, da je ono sto mi zovemo temperatura ustvari posljedica nasumicnog gibanja atoma 
i molekula, te da je ona proporcionalna srednjem kvadratu te nasumicne brzine. Pri takvoj 
temperaturi i tlak je vrlo velik, pa je jasno da takve uvjete nije lako postici, a jos manje kontrolira- 
ti. Nekontrolirana fuzija postize se u eksploziji termonuklearne (tzv. hidrogenske) bombe. Najveci 
je problem kako iz fuzije izvuci vise energije nego sto smo ulozili u grijanje plazme. [Plazma je 
oblik plinovitog stanja materije koji se postize pri vrlo visokim temperaturama, a gdje su svi atomi 
potpuno ionizirani, sto znaci da elektroni vise nisu u svojim orbitalama oko jezgara, vec se slo- 
bodno krecu, dok su jezgre sasvim »ogoljene«.] Istrazivanja su pokazala da je to teoretski! moguce 
samo u golemim postrojenjima koja su strahovito skupa, a to bi bila prava minijaturna Sunca koja 
bi pri nepravilnom rukovanju mogla prouzrokovati havarije. 

Sada je jasno zasto je vrlo veliko zanimanje pobudila mogucnost hladne fuzije u kojoj se 
spajanje jezgara, umjesto temperaturom, postize katalizatorom, takozvanim teskim elektronom. 
Radi se o mionu ( f,i ), cestici iz porodice leptona u koju pripadaju jos i elektron, tauon i neutrino, 
a zajednicka lm je osobina da »osjecaju« samo slabu nuklearnu silu (za razliku od protona i neutro- 
na koji medudjeluju iskljucivo jakom nuklearnom silom). Mion je 207 puta tezi od elektrona, i 
nestabilan je: u roku od 2,2 mikrosekunde raspada se na elektron i dva neutrina. Ostala su mu sva 
svojstva ista kao i elektronu, sto omogucuje da on zamijeni elektron u ljusci vodikova atoma. 

Heisenbergov princip neodredenosti, kaze da je umnozak tocnosti kojom se teoretski, dakle 
s najboljim zamislivim mjernim uredajem moze odrediti polozaj cestice i njena kolicina gibanja 
veci, odnosno priblizno jednak Planckovoj konstanti: 

A^: - A p>k, h = 6,626 • 10" 34 Js. 



U kvantnoj mehanici se pomocu ove relacije moze odrediti prostor na kojem se nalazy elektron, 
tj. promjer atoma Ax. Povecamo li sada masu elektrona 207 puta, povecat ce mu se i kolicina giba- 
nja A p 207 puta, sto znaci da se Av mora 207 puta smanjiti a da bi umnozak Ax • A p ostao isti 
(si. 1). 





b) 



SI. l.a) shematski prikazuje obi^an vodi- 
kov atom. Kruznica oznaSava mjesto gdje 
se elektron najvjerojatnije nalazi, a ne pu- 
tanju elektrona 

SI* l.b) prikazuje mezoatom vodika 
(vidi tekst) 




SI. 2. Lijevo: mezoatom tricija koji nalijece na molekulu deuteri ja; desno: slo2ena mezomolekula [(dt (^) dee]* 



Zamijenimo li, dakle, elektron u atomu mionom, atom se smanjuje, te buduci da negativan 
mion uravnotezuje pozitivan naboj protona, atom ustvari lici na oveci neutron. Takav atom zo- 
vemo mezoatom. Jezgre dva mezoatoma moci ce doci puno blize jedna drugoj (dokne »shvate« da 
se moraju odbijati) nego sto je to slucaj kod obicnih, elektronskih agoma. Tako smo smanjilipo- 
trebnu brzinu atoma, dakle i temperaturu. Medutim, to ipak ne bi snizilo potrebnu temperaturu 
na neku relativno razumnu, koja se lako postize i kontrolira. 
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Promotrimo situaciju kao na si. 2. Mezoatom tricija (t) (izotopa vodika s dva neutrona^ 
nalijece na molekulu deuterija (a) (izotopa vodika s jednim neutronom). Tricij se ponasa kao veliki 
neutron i nesmetano dolazi u blizinu jedne od jezgara deuterija, te s njome tvori mezomolekulu 
dty* unutar same deuterijeve molekule. Na taj nacin nastaje slozena mezomolekula [(dt/^)dee]*, 
gdje oznacava da se radi o pobudenom stanju molekule. To znaci da molekula nije stabilna, vec 
je pobudena na titranje, a to titranje daje jezgrama puno vecu brzinu od one koju imaju od termic- 
kog, nasumicnog gibanja. Preciznije govoreci, ovaj proces simulira temperaturu od 3 milijuna 
stupnjeva i gustocu 10 milijuna puta vecu od gustoce tekuceg vodika. Tako je na ovaj nacin opa- 
zena fuzija: 

dtju -> 4 He + n -f /<~ 

i to na temperaturama od 25 Kelvina (-268° Celzijusa) navise! Radi se dakle doista o hladnor 
fuziji. Medutim, to je naravno samo jedna strana medalje. S druge strane pak treba uzeti u obzie 
da se moze dogoditi da se mion »zalijepi« na helijev atom, tj. da ostane vezan uz jezgru helija tr 
bude lzgubljen za dalji tok reakcije. Naime, proizvodnja miona (kojih u prirodi nema) ima takodej 
svoju energetsku cijenu od 2,5 — 5 GeV (1 GeV = 1 gigaelektronvolt, tj. energija koju bi dobio 
jedan elektron koji bi bio ubrzan naponom od milijardu volti, a to odgovara energiji od 1,6 • 10“ 10 
J). Fuzija nam, medutim, daje svega 17,6 MeV energije, dakle 200—300 puta manje nego smo 
ulozili. To znaci da bismo morali postici da nam jedan jedini mion u toku svog kratkog zivota od 
2,2 mikrosekunde katalizira 200 — 300 fuzija pa da povratimo ulozenu energiju. To bi bilo moguce 
da nije gore spomenutog »lijepljenja« na helijev atom. Naime, teoreticari tvrde da se gore opisani 
proces zbiva u vremenu od oko 5 nanosekundi (5 • 10~ 2 s). Medutim, vjerojatnost lijepljenja od 
1% sasvim kvari tu racunicu. Uvjerite se i sami: ako je vjerojatnost da ce mion ostati aktivan na- 
kon jedne fuzije 0,99, onda je vjerojatnost nakon dvije fuzije 0,99 2 i tako dalje. Vjerojatnost na- 
kon 50 ili 200 fuzija izracunajte sami na kalkulatoru. 

Prema jednoj studiji, da bismo povratili energiju direktno ulozenu u proizvodnju miona, 
bez uracunavanja bilo kakvih gubitaka, treba nam 285 fuzija po mionu. Ako u to uracunamo gu~ 
bitke koji nastaju pri proizvodnji miona, kao i one koji nastaju pri pretvorbi toplinske energije u 
elektricnu i niz drugih, ispada da nam treba 1100 fuzija po mionu da bismo povratili ulozenu 
elektricnu energiju. Ako sada zahtijevamo da mi od te elektrane jos neku struju dobijemo i za 
gladne potrosace, taj broj i dalje raste, a za ekonomski isplativu elektranu dosize nemogucu vrijed- 
nost od 3850 fuzija po mionu. Postoji naravno uvijek nada da ce napredak tehnologije smanjiti 
ove zahtjeve, all cak l najoptimisticnija predvidanja ove studije ne silaze ispod 361 fuzije po mionu 
za kompenzaciju elektncne energije i 1100 za ekonomsku isplativost. 

Pitanje koje se sada postavlja je: koliko je uopce moguce postici reakcija s jednim mionom> 
Davne 1957. godine ljudi su bili digli ruke od mionske fuzije jer je tadasnje teoretsko znanje pred- 
vidalo maksimum od oko 100 fuzija po mionu. Danasnje shvacanje dopusta mogucnost od \ r ise 
od 200 fuzija po mionu. Pokusi su do danas dali maksimum od 200—240 fuzija po mionu. 

Jedan od najvecih problema postavlja spomenuto lijepljenje miona na helijeve atome. Po- 
stoje pokusaji da se oni odlijepe pomocu jakih elektricnih i magnetskih polja visoke frekvencije 
Postoje l proracuni koji racunaju na iskoristenje energije neutrona koji bi se zaustavljali posebnini 
omotacima l davali toplinu. Drugi pak zele stvoriti tzv. mezokataliticki hibridrii reaktor koji bi 
imao omotac od prirodnog urana 238 na kojem bi se vrsio uhvat neutrona te bi na taj nacin nastao 
plutomj 239 a ovaj bi se dalje koristio kao gorivo za fisioni reaktor. Time smo izgubili na cistoci 
ah smo dobili na izvedivosti cijele zamisli, jer se gore spomenute optimisticne brojke spustaju na 
svega 90 potrebmh fuzija po mionu za ekonomsku isplativost. Medutim, to nam vraca stari problem 
sa visokoaktivnim otpadom kojega smo se htjeli rijesiti. 

Na kraju spomenimo postojanje jos jednog oblika hladne fuzije koji bi s ekoloskog stano- 
vista bio zaista idealan. Radi se o fuziji vodika i bora: 

l U + 1X B -> 3 4 He, 

koja se takoder moze postici na hladno, formacijom mezomolekule HB^. Vidimo da ova reakciia 
izbjegava proizvodnju neutrona koji predstavljaju oblik radioaktivnog zagadenja, dok je helii 
kao sto smo vec spomenuli, sasvim bezazlen. Neki u ovome vide energiju buducnosti medutim 
ova je reakcija jos manje istrazena nego deuteri j -tricij fuzija i zasad je jos mnogo dalje od mosruc- 
nosti upotrebe nego is:ta. * 6 

Zakljucimo da je buducnost hladne fuzije danas jos neizvjesna, mada bi ona zasigurno pred- 
stavljala rjesenje danasnje energetske krize. DovoljnO je spomenuti da vodik cini 71°/ materiie u 
svemiru, sto znaci da goriva ne bi nikad ponestalo. S druge strane ona eliminira potrebu za ogrom- 
nim, vrucim postrojenjima koja unatoc 1 najvecim mjerama predostroznosti vecini javnosti uliieva 
strah od mogucnosti nuklearne eksplozije. S druge strane pak, treba uzeti u obzir cinjenicu da 
se radi o relatiyno novom otkricu, te valja vjerovati u mogucnost prevladavanja svih prepreka 
sirokoj pnmjem hladne fuzije. F 
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IZ MOJE RADIONICE I LABORATORIJA 



Kako hladiti motor automobila? 



Na cesti katkad susrecemo auto kojem ispod poklopca motora tzlazi para. 

Znaci, motor se pregrijao, voznja se prekida a motor . gasi da se ne bt ostetio. 

Kao sto znate - auto pokrece niz eksplozija benzinskih para pomijesamh sa zrakom nmotom. 
Usliieftormmperatura m'otora raste. Da" bi temperaturu motora odrzavah stalnom motor val,a 

hladlt1 ' Ispitajmo pokusom kako to uspjesno ciniti! 

I Umiesto stubline motora uzmite staklenu povisu casu s vrucom vodom. Ovu casu stavi- 

vruce i hladne vode tijekom pola sata. . 

perature vruce i hladnije vode. 

— U kojem smjeru prelazi toplina? 

$to vam kazuje nagib jednog i drugog grafa? 

Da li se ti grafovi sijeku? Ako da, sto to znaci? 

— U kojem slucaju prestaje prelaziti toplina? 

— Da li se na ovaj nacin motor moze stalno hladiti? 

Sto ciniti da hladenje bude sto bolje? 

o Pnnnvim istrazivanie tako da casu s vrucom vodom do ruba uronite u posudu s vecom 

dobivenim. ..... 

__ §to kazuje ova analiza? Kad je hladenje uspjesmje. 

3. Izvedite i trece mjerenje ali sada tako da kroz posudu koja predstavlja hladiomk pusta e 
da voda iz vodovoda stalno kroz nju protjece. 

Kako ovaj zahvat utjece na »hladenje motora«? 

_ Da li znate kako se odrzava potrebna stalnost temperature hladenja automobxlskog 
motora? Gustav Sindler 



ASTRONOMIJA 



Ima li u svemiru jos nekoja 
zvijezda planete? 

Usprkos velikom napretku astronomskih 
instrumenata, do danasnjeg dana nije ug e- 
dan jos ni jedan planet u drugih zvijezda. Naj- 
dalje su stigla ispitivanja u infracrvenom pod- 
rue ju zracenja, koja su u nekih bliskih zvijez- 
da ptkrila postojanje barem oblaka prasine, 
ako ne i prisustvo hladnih krutih tijela pla- 
netskih dimenzija. Sitne krute cestice, me- 
duzvjezdana prasina, a takoder i planeti, 
zrace infraerveno. 



O tome da li postoje i drugi planeti ili ne 
postoje, da li su cesta svemirska pojava ill 
rijetka ovisi spoznaja o nastanku naseg pla- 
netskog sustava. Ima li mnogo planetskih 
sustava, tada su im uvjeti nastanka zasigurno 
drukeiji nego u slucaju kada ih ima jako malo. 

Jedna od teorija postanka planeta onemogu- 
cena je ukoliko u Mlijecnom Putu postoji 
vise planetskih sustava. To je teorija koju je 
postavio J. Jeans 1917. god. Teorija ulazi u 
red katastrofnih teorija i predvida bliski sus- 
let dviju zvijezda: Sunca i jos iedne zvijezde. 
Druga zvijezda mora proci tik Sunca, pri ce- 
mu zbog djelovanja privlacne sile 3 na Suncu 
se javlja plimni val koji se odvaja od Sunca i 
oblikuje veliki plinski mlaz. Mlaz plina, od- 
vojivsi se od Sunca nastavlja oko njega obila- 
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ziti, ali se raspada u sitnije dijelove — satelite 
i planete. 

Razmotrimo ^retpostavku tijesnog sudara. 
Da li do takvog susreta cesto dolazi u svijetu 
zvijezda? Odgovor ovisi o tome kako su zvijez- 
de rasporedene i kojim se brzinama gibaju. 
Ako su zvijezde zbijenije i ako se gibaju brze, 
cesce ce doci do bliskih susreta. Prema dimen- 
zijama Mlijecnog Puta i broju zvijezda u 
njemu, procjenjuje se da su zvijezde u pro- 
sjeku razmaknute za 3gs (godine svjetlosti). 
Podimo od tog podatka. Opisimo oko zvijezde 
sferu polumjera r = 3 gs, a oko Sunca povr- 
sinu koja ima dva puta veci polumjer od Sun- 
ceva polumjera R (v. sliku). Pretpostavljamo 
da su zvijezda i Sunce jednakih polumjera, 
pa kada se razmak centara tih dviju zvijezda 
nade u podrucju povrsine opisane oko Sunca, 
sigurno dolazi do sudara s potrebnim poslje- 
dicama. Dakle, povrsina (2 R) 2 n je povo.jna 
u pogledu sudara. 




Dobiveni rezultati znace da Sunce i jos 
jedna zvijezda imaju sansu bliskog susreta 
1 : 0,2 10 16 u vrijeme od 10 000 godina. 

Onoliko zvijezda, 900 milijardi, koliko se na- 
lazi u Mlijecnom Putu imaju toliko puta 
vecu sansu. U Mlijecnom Putu koji sadrzi 
900 milijardi zvijezda sansa je za toliko puta 
ve ca u istom tom vremenu, a u vremenu od 
10 milijardi godina, sansa se povecava za om- 
jer vremenskih intervala. Dakle ukupna sansa 
za cijeli Mlijecni Put u vremenu njegova pos- 
tojanja iznosi 

9 • 10 11 • 10 1 0 god/10 4 god 9 • 10 17 

puta vise od sanse koju imaju dvije zvijezde u 
10 4 god. Konacan je rezultat 

18 povoljnih dogadaja. 

U cijelom Mlijecnom Putu ne bi dakle smje- 
lo biti vise od desetak planetskih sustava. Os- 
novni dio Mlijecnog Puta zamisljamo u ob- 
liku diska ili plosnatog valjka cija je visina 
4 000 gs a polumjer 40 000 gs. Gdje da na- 
demo upravo te planetske sustave? Ocito je da 
bi oni bili rasporedeni veoma rijetko. Prema 
opazackim indicijama u nasem blizem susjed- 
stvu mogu postojati sustavi hladnih zvjezdanih 
pratilaca, a takoder i suvremene teorije o 
postanku zvijezda predvidaju da nakon for- 
miranj a zvijezda ostaje dovoljno hladnog ma- 
terijala ih kojeg su mogu formirati i planeti. 
Stoga Jeansova teorija o sudarnom porijeklu 
Sunceva sustava gubi oslonac. 

Za neovisan zadatak, izracunajmo prosje- 
can razmak izmedu zvijezda Mlijecnog Puta 
na osnovi njegovih dimenzija i broja zvijezda. 
Zamislimo da na svaku zvijezdu otpada dio 
volumena oblika kocke. Brid je kocke tada jed- 
nak prosjecnom razmaku dviju zvijezda. 



No da li ce zvijezda krenuti bas u takvom 
smjeru da pogodi povrsinu opisanu oko Sunca? 
Zvijezda ima »slobodu biranja« i moze udariti 
u citavu povrsinu sfere opisane oko nje, a na 
udaljenosti r — dakle ona moze da prode bilo 
gdje kroz povrsinu velicine 4r 2 n. Kako je od 
te moguce povrsine samo mali dio povrsina u 
kojoj se zbiva sudar, to je vjerojatnost sudara 
jednaka omjeru povoljne i moguce povrsine: 

4 R 2 ti : 4 r 2 n = 5,4 ■ 10~ 16 . 

(U racunu smo uzeli pribliznu jednakost: 

1 gs = 10 13 km, te polumjer Sunca R = 7 • 

• 10 5 km). 

To je veoma malena sansa. Ta sansa pos- 
toji u vremenu koje je jednako vremenu giba- 
nja zvijezda brzinom v na putu rj za brzinu 
zvijezda uzmimo prosjecnu brzinu zvijezda u 
Galaktici v -- 100 km/s, pa dobivamo: 



V ladis V uj novic 



ZADACI I RJESENJA 

i 



Redakcija je, iz tehnickih razloga, primorana 
objaviti slijedece UPOZORENJE: 

Krajnji rok za primanje rjesenja (A, B, C) 
iz ovog broja je 20 . 12 . 1987 . Rjesenja (i imena 
rjesavatelja) bit ce objavljena u br. 3/154. Bit 
ce objavljena imena samo onih ucenika koji ri- 
jese minimum zadataka: 5-M ili 3-F (ili oboje) 
ako polaze 3. ili 4. razred, 3-M ili 2-F (ili oboje) 
ako polaze 1. ili 2. razred. 

Ujedno molimo pripaziti na upute rjesava- 
teljima koje su na dnu cetvrte strane omota. 



t = r/v - 3 • 10 11 s = 10 4 god. 



* Zadaci oznaSeni zvjezdicom predvideni 
stveno za 15 — 16-godisnje u^enike. 



su prven- 
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A) Zadaci iz matematike 

1979 *. Zadana su dva razlomka: 

2222221 . 3 333331 
2222223 1 3333334' 

Koji je razlomak veci? 

1980 . Rastaviti 100! (100 faktorijela) na 
proste faktore. 

1981 *. Rijesiti jednadzbu 

x 2 + 43,2 4567 



1991 . U jednakokracnom trokutu je baza 
BC = 32 cm, krak AB = 20 cm. Vrhom A 
nacrtajte okomicu na krak AC. Ta okomica 
sijece bazu u tocki D. U kojem omjeru tocka 
D dijeli bazu? 

1992 . Neka je p bilo koji pravac kroz fokus 
F parabole y 2 = 2 px, a. Sxi S 2 sjecista pravca 
p s parabolom. Dokazati da je broj 

__L_ + L_ 

d(F, SO d(F, S 2 ) 

konstantan za tu parabolu. 



u skupu cijelih brojeva. 

1982 . Duljine stranica trokuta su rjesenja 
jednadzbe 

* x 3 - 42% 2 ■+ 5Slx - 2730 = 0. 

Ne rjesavajuci jednadzbu naci povrsinu tog 
trokuta. 

1983 . Naci realna rjesenja jednadzbe 

x 4 — Ax = 1, 
zaokruzeno na dvije decimale. 

1984 . Zadan je niz 

U. 1,2,3, 7, 22, ... 

u kojem je svaki clan (pocevsi od treceg) jednak 
produktu prethodnih dvaju clanova uvecanom 
za 1. 

Dokazati da nijedan clan niza nije djeljiv 
sa 4. . j ; . 

1985 . Naci najnianji clan niza s opcim cla- 



1986 *. Da li postoji trokut sa stranicama 
a = 7 3 b = 2 kojemu je visina na trecu stra- 
nicu (h c ) jednaka geometrijskoj sredini ostalih 
dviju visina? 

1987 *. Vrhom A konveksnog cetverokuta 
ABCD povuci pravac tako da povrsina cetve- 
rokuta bude raspolovljena. 

1988 *. Naci duljine stranica jednakokrac- 
nog trokuta ciji: je radijus upisane kruznice 
r ----- 3, a radijus opisane kruznice R = 8. 

1989 . Dokazati (tj. izvesti bez tablica i bez 
kompjutora) 

tg 20° * tg 40° • tg 60° • tg 80° = 3. 

1990 . U ormaru se nalazi 10 razlicitih pari 
cipela. Izvadimo nasumce 4 cipele. Kolika je 
vjerojatnost da ce se izmedu tih izvademh ci- 
pela nalaziti bar jedan par iste vrste? 



B) Zadaci iz fizike 

833. Na niti duljine l = 0,4 m objesena je 
kuglica maze in = 6,02 kg. Zapreka, je postav- 
Ijena 0,2 m ispod objesista. Tijelo je u pocetku 



0/ rn 




otklonjeno u vodoravni polozaj i zatim pus- 
teno. Do koje ce se visine popeti nakon prolaska 
kroz ravnotezni polozaj ? 

834 . Niz jednu kosinu s iste visine puste se 
kotrljati bez klizanja prsten i disk istog polumje- 
ra i iste mase. Koje ce tijelo prije stici na dno 
kosine ? Naci oinjer vremena kotrljanja tijela niz 
kosinu. 

835 . Odrediti moment tromosti tijela sastav- 
Ijenog od 2 jednaka stapa , svaki duljine l = 2m, 
mase m = 3 kg s obzirom na os koja prolazi 
tezistem i okomita je na ravninu odredenu sta- 



l 5 



i— 1/2 -4 

povima. Naci frekveneiju njihanja za otklone 
oko osi koja prolazi sredinom (5) vertikalnog 
stapa a okomita je na ravninu odredenu sta- 
povima. 

836. Tijelo tezine G =?= 200 N giba se uz ko- 
sinu nagiba a = 30° prema horizontalnoj rav- 
nini duz puta dugackog l = 2m, a pod utjeca- 
jem stalne sile F = 150 N, koja djeluje u vo- 
doravnom smjeru. Izracunati rad sile F i rad 
tezine tijela. Uz pretpostavku da se tijelo giba 
jednoliko , izracunati silu trenja i njezin rad. 
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837 . Na pravokutni otvor dimenzija 0,2 x 
x 0,3 mm 2 upada pod pravim kutom svjetlost 
He-Ne lasera (A = 0,6328 ,«m). Nacrtaj inter - 
ferentnu sliku na zaslonu koji je paralelan ot- 
voru i udaljen od njega 4m. 

838 . Starost organs kih predmeta odreduje se 
prated raspad ugljika C 14 u C 12 . Mjeri se ra- 
dioaktivnost ugljika dobivenog iz uzorka I 
i iste kolidne danas zivuce materije 7 0 . Starost 
uzorka se racuna iz poznatog vremena poluzi- 
vota C 14 , Tn 2 == 5568 god. uz pretpostavku da 
je radioaktivnost ugljika iz uzorka u trenutku 
smrti zivog bica bila jednaka I 03 onoj iz danas- 
nje materije. 

a) Koja je najveca starost datiranja, ako je 
najmanji signal koji mjerni instrument moze 
detektirati I min = 10 24 • /<,? 

b) Koja je najmanja pogreska datiranja, ako 
je pri mjerenju omjera I/I 0 minimalna pogreska 
2,5% ? 

839 . Na cetiri siljka koji wore proizvoljni 
cetverokut stranica a, b, c i d, postavljena je 
kvadratna ploca mnogo vedh dimenzija, tako 
da ploca djeluje na svaki od siljka jednakom 
silorn. Ploca se nalazi u horizontalnoj ravnini. 
Odrediti iznad kojeg se mjesta unutar cetvero- 
kuta nalazi teziste plocel 



D) Rjesenja iz matematike 

1951 . Nad dva trocifrena broja takva da se 
u ( dekadskom ) zapisu njihovog produkta koristi 
samo cifra 7. 

Rjesenje A: Produkt dvaju trocifrenih bro- 
jeva nalazi se u intervalu [10 000 = 100 • 100, 
999 • 999 = 998001] U tom intervalu postoje 
dva broja ciji je dekadski zapis sacinjen samo 
cifrana 7. 

To su: 77 777 i 777 777. 

Da bismo nasli dva trazena broja moramo ras- 
taviti navedene brojeve na proste faktore: 

777 777 = 3 • 7 • 7 • 11 • 13 • 37 

Od dobivenih prostih faktora nije moguce sas- 
taviti dva trocifrena broja. 

Rastavljanjem drugog broja dobivamo: 

77 777 = 7 • 11 111 = 7-41 -271 = 287-271. 

Stoga je jedina mogucnost par (271, 287) 

Nad a Maroevic (1), Split 

Rjesenje B: 



C) Zadaci iz matematike za 
ekonomsko usmjerenje 

676 . Podignut je zajam od 2 000 000 dinara 
na 16 godina uz 20% godisnje dekurzivno po 
slozenom kamatnom racunu. Poslije 8 godina 
otplacivanja kamatnjak se poveca na 60% go- 
disnje dekurzivno. Ostali uvjeti otplacivanja 
zajma se ne mijenjaju. Izracunajte sa koliko % 
novi mjesecni anuitet opterecuje duzniku OD 
koji iznosi 200 000 dinara mjesecno. Mjesecni 
anuitet se izracunava tako da se godisnji anuitet 
podijeli sa 12. 

677 . Maksimizirajte z — x + y uz uvjet 
x > 0, y > 0, x + 3 3/ < 12, 3x + 2 y <15. 
Zadatak rijesite graficki . 

678 . Odredite x i y koji zadovoljavaju ovu 
matricnu jednadzbu : 

p 3i 1 - 2*1 r-u-j 

1-4 5J |.5yJ L-17J- 

679 . Rob a je najprije poskupila za 50%, 
a zatim pojeftinila za 50% i na kraju je stajala 
3 000 dinara. Kolika je bila pocetna cijena te 
robe ? 

680 . Treba poredati jednu pored druge a ) 
3 razlidte knjige iz matematike i 4 razliate 
knjige iz statistike, b) 3 jednake knjige iz ma- 
tematike i 4 jednake knjige iz statistike. Kolika 
je vjerojatnost u slucaju a) a kolika u slucaju b) 
da budu jedan pored druge sve knjige iz matema- 
tike i sve knjige iz statistike ? 



Na analogan nacin zakljucujemo da produkt 
moze biti 77777 ili 777777 BASIC progra- 
mom 

10 FORA = 100 TO 999 

20 IF 77777/A = INT (77777/A) AND 

77777/A < 1000 THEN PRINT A, 77777/ A 

30 IF 777777/A = INT (777777/A) AND 

777777/A < 1000 THEN PRINT A, 

777777/A 

40 NEXT A 

Dobivamo (nakon 36 s) slijedeca rjesenja: 

271 287 
287 271. 

Dalibor Tuzinski (2), Slav. Pozega 

1952 . OnpedeAu eo uajMaAuom npupodeu 
6poj mija noAoeuua e no ah Keadpam, mpemuua 
nomnoAH Ky6, a nemunama e no ah nemmu cmeneu. 

EapamtoT 6poj Mopa fla ro HMa o6jihi<ot n — 
— 2 X • 3 y • 5f. (Ako HMa h Apyrn MHOHtHTejm 
HeMa 6n#e HajMaii.) Oji; ycjiobot Ha 3a^a- 
uara HMaMe: 



3*.- 5" 


(i) 


1 • 5" 


(2) 


. 5.-1 


(3) 
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Oa (1) cjieAH Aena x — \> y 3 z MOpa Aa ce 
napHH. 

Oa (2) cjieAH Acnax, y — L z > MO P a Aa ce Ae- 
jihbh co 3. 

Oa (3) CJieAH Aena x, y, z — 1 ; MOpa Aa ce ac- 
jihbh co 5. 

3 H auH x e HenapeH acjihb co 3 h 5 3 y e acjihb 
co 2 h 5, z e acjihb co 2 h 3. BHAejKH n e Haj- 
Maji, Tora>K n x 3 y> z MOpa Aa ce HajMajiH, a 
Toa ce 

x 15, y 10, z = 6. 
n ._ 2 1 5 • 3 1 0 • 5 6 = 30 233 088 000 000. 

Jbynuoo Amauacoe (OY), KaBaAapHH 



Rjesenje A: 

Jasno se vidi da su svi dati razlomci oblika 

7 

- . Razlomci tog oblika se ne mogu 

k -f- (n + 2) 

skratiti samo ako su k i n + 2 uzajamno prosti, 
tj. ako nemaju zajednickih djelilaca. Znaci 
da je n + 2 uzajamno prost sa brojevima 7, 8, 
9, ..., 31. Ocito je n + 2 > 31, pa je lako utvr- 
diti da je najmanji prirodni broj sa trazenim 
svojstvima 37. Dakle, n + 2 — 37, pa je 
trazeni broj n = 35. 

Evelin Drinic (1), Banja Luka 
Rjesenje B: 

Rjesenje nalazimo pomocu slijedeceg BASIC 
programa koji pronalazi rjesenje za 76 se- 
kundi. 



1953. U nekom razredu bilo je ukupno 200 
ucenika i to 33 djecaka / 101 djevojcica. Kako 
je to moguce ? 

Rjesenje A: 

Neka je to moguce u brojevnom sistemu sa 
bazom n: 

200 ( „) 33 (n) 101 (M ) 

In 2 = 3n + 3 + n 2 + 1 

n 2 - 3 n - 4 0 daje n = 4. 

Tada prevod na dekadski zapis glasi: 

200 ( 4) 4° • 0 + 4 1 • 0 L 4 2 * 2 = 32 ( i o) 

33 (4) - 4° • 3 + 4 l • 3 = 15(io) 

101(4) - 4° • 1 + 4 l • 0 -f 4 2 • l = 17(io) 

Dakle, u tom razredu ima (u dekadskom za- 
pisu) 15 djecaka i 17 djevojcica, odnosno ukup- 
no 32 ucenika. 

Aleksandar Jocic (3), Foca 
Josip Tambaca (2), Sibenik 



Rjesenje S: 

200 — 101 99 sto znaci da je svaki djecak 

zatrudnio i nosi po dva blizanca. Zaista 

101 + 33 + 2 • 33 = 200. 

Aleksandar Jocic (3), Foca 



10 N = 1 

20 FOR I === 7 TO 31 
30 FOR J = 2 TO I 

40 IF I/J = INT (I/D AND (N + I t 2)/J 
txtt 1 /'XT T -L THRN GOTO 



80 

50 NEXT J 
60 NEXT I 
70 PRINT N : END 
80 N = N + 1 : GOTO 20 



Dalibor Tuzinski (2), Slav. Pozega 

1955. Neka su a , b, E R, ab > 0. Izracunati 
modul |2j kompleksnog broj a 

|/a 2 + W + i [ lab 
a — b + 2i \- ab 

Znajuci da je modul kvocijenta kompleksnih 
brojeva jednak kvocijentu modula brojnika 
i modula nazivnika imamo: 




j a 2 + b 2 + i flab 
a — b + 2 i Y ab 



\/a 2 + b 2 + i ]/2ab j 
| a —b + 2 i ]/ ab j 



y a 2 + b 2 + 2 ab 

\! a 1 — 2 ab + b 2 T 4 ab 

]/ (a + b) 2 = \a + b\ = 
y (a + b) 2 \a + b\ 



1954. Naci najmanji prirod?ti broj n za koji 
se nijedan od razlomaka 

n + 9 8^ 21 

~T ~ 5 n +10’ n + 33 



ne moze skratiti. 



Kako je ab > 0 to je a > 0, b > 0 => a b >0; 
ili 

a <0, b<0->a + b<0 

odnosno 

a + b 0, \a + b\ ^ 0. 



Print to PDF without this message by purchasing novaPDF ( http://www.novapdf.com/) 



21 



Kako nazivnik dobivenog razlomka nije 0 
razlomak ima smisla i vrijednost mu je 1 od- 
nosno \z\ — 1. 

Dalibor Tuzinski (2), Slav. Pozega 
1956 . Rest enacbo 

(x + l) 2 + (2 x + l) 2 + (3* + l) 2 + ... 

+ (99^c + l) 2 = 99. 

Najprej kvadriramo. 




* 2 + 2x + 1 + (2.x) 2 + 4x + 1 + (3x) 2 + 
+ 6x + 1 + ... + (99 x) 2 + 198x + 1 -99. 
Vidimo, da je na levi strani 99 clenov 1. 
x 2 + (2%) 2 + (3x) 2 + ... + (99*( 2 + 2x + 
+ 4x + 6x + ... + 198x - 0, 

(l 2 + 2 2 + 2 2 + ... + 99 2 ) x 2 + 2 (1 + 

• + 2 + 3 + ... + 99) x = 0. 



izmedu grafova« (razlika d ordinata) veca od 
0,5. To znaci da moramo najprije odrediti 
onaj x za koje ce biti d = 0,5. Jednadzbu 

\ / 3~- x - ]/x + 1 =. 0,5 

rjesavamo preko dva kvadriranja i dobivamo 
64x 2 ^ 128x + 33 — 0, pa zatim x 1 — (8 — 
31)1 8, x 2 = (8 + |/3 1)/8. Rjesenje x 2 ot- 
pada! Dakle d = 0,5 za x = (8 — ]/3 1)/8 
^ 0,304. Rjesenje zadatka je: 



Uporabimo pravili o vsoti prvih n stevil in 
o vsoti kvadratov prvih n stevil: 

S(n) = -jr (n + 1) (2 n + 1) 



in S (n) 



n (n + 1) 

2 



-1 < # < 



8 - |/ 3 1 
8 * 



Dijana Ilisevic (1), Beli Manas tir 



1958 . Duljine stramca konveksnog cetverokuta 
su a, b, c i d. Dokazati da. za povrsiuu P cetve- 
rokuta vrijedi 



99 • 100 199 

6 



99 



M00 
2 — 



- x — 0 



p < + b 2 + c 2 + d 2 



x 



199 . 

x 2 + x =? 0 

o 






Rjesenje A: 

Konveksan cetvorougao ABCD moze se dija- 
gonalom podeliti na dva trougla: ABC i ACD. 
Tada je 



Xi 



0, 



199 

6 



x + 1 — 0 



+ P ACD 



\99x - -6 

6 

“ 199* 

Mitja Sterman (3), Nova Gorica 

Dragan Marie iz Krusevca i Tank Mehme- 
dovic iz Tuzle su zadatak general izirali. Za 
drugo rjesenje su dobili —6/(2 n + 1). 

1957 . Rijesiti (u skupu R) nejednadzbu 



D 




x — ]/x + 1 > 0,5. 



Kako je 



Zbog 3 - x > 0, * < 3 te v + 1 > 0, 
x > — 1 mora vrijediti —1 < x < 3. Me- 
dutim, sa slike se razabire da ce trazeni x 
biti u intervalu [-1, 1). Rjesenja nejednadzbe 
su one. vrijednosti x za koje je »udaljenost 



1 2 

Pabc + — a • b • sin/? — — ab • sin/? < 

2 ab a 2 + b 2 

< “T < ~4~ 
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(zbog 0 < sin j3 < 1, 2 ab < a 2 + b 2 ) i 

1 2 

p 4CD = -y cd • sin 6 = — cd * sin (5 < 

2 cd c 2 + d 2 

< T < 4 

sledi 

P,ibcd = y («& • sin 0 + cd • sin 8 ) < 

a 2 + ^2 c 2 _|_ d 2 

4 

sto je trebalo dokazati. 

Jednakost vazi za = 8 = 90° i a = b = 
= c d, tj. kad je taj cetverougao kvadrat. 

Faros Bunjaku (3), Titova Mitrovica 



„ a 2 + 6 2 + c 2 + d 2 
1 < 4 

Vesna Laci (3), Varazdin 

1959. Polmer osnovne ploskve pokoncnega 
stozca je 6 dm, visina pa 18 dm. V stozec je 
natocena voda, ki sega do polovice visine stozca. 
Do kam bi segala voda, ce bi stozec obrnili na 
»glavo« ? 

Izracunajmo volumen vode: 

V = — • (6 2 + 6 • 3 + 3 2 ) = 189 n. 



Rjesenje B: 




(prisekami stozec). 

To vodo pretocimo v nasemu stozcu podoben 
stozec ( h = 3 r). 




6 




Do kam bo segala? 

V = 189 rc = y nr 2 • 3r 
189 = r 3 

3 3 

r = )/ 1 89 in h = 3r = 3 * l/ 1 89 = 

3 _ 3 „ 

= 3 • 3 • ]/ 7 = 9 • (/ 7. 

Segla bo do visine 1 7>22 (dm). 

Mar j an Jerman (2), Trbovlje 

1960. (Popravljeni tekst zadatka:) Uspravni 
kruzni stozac presijecen je> paralelno s bazom , 
ravninom koja ga dijeli na dva dijela koja imaju : 
a) jednaka oploSja i ujedno b) jednake volamene. 



\ 



i 

i 
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Koliki je> u takvom slucaju 3 kut na mhu os- 
nog presjeka ? 

Posto je V = 2 Vi tada je 



r z 7i • v ^ r\n ' Vi 
^ — 2 * - 5 



Najzad : 



r 2 v — 2 r i Vi = 

Iz razmjera 



2 rf‘ 



r i 

: ri = : r je s/i — — z/. 

r 



Odavde je: 



r z v r, 

2ri~V V> 



tj. r = r i • 



* - 1 / 2 . 




T 



_L 



Dakle : 



tj. 



r, : r — v, : v — s, : s = 1 : j/ 2 . 



3 _ 3 

s = s i j/ 2 a v = Vi )/2. 

Posto je: 

0 = 20 , 

tada je 

JBjl + Ph = B + B, + PI - P/i = 
2Pl,= B + PI 
2r,ns, = r it (r + s') 

2 r, s, == r (r + s) 

3 3 3 

2f lSl =n 1/2 (r, )/2 + Sl l/2). 



Odavde je 



r L = (]/2 - 1 ). 



sm = — — \ 2 

2 St 



1 . 



Odavde je 



a » 30°8' 

Mario Skrtic (2), Karlovac 
1961. Rijesiti jednadzbu 
sin* + sin 2x + sin 3x = cosx + cos 2x -f 
+ cos 3x. 

(sinx + sin 3#) + sin 2x — (cosx + cos 3x) — 

— cos 2x = 0 

2 sin 2x cosx + sin 2x — 2 cos 2x cosx — 

— cos 2x = 0 

sin 2x (2 cosx + 1 ) — cos 2x (2 cosx -+- 1 ) = 0 
(sin 2x — cos 2x) • (2 cosx + 1 ) 0 . 

I sin 2 x — cos 2 x = 0 
sin 2 x == cos 2 x / : cos 2 x ^0 (za cos 2 x = 
= 0 je sin 2x — cos 2 x^ 0 ); 



tg 2x = 1, -2x = ~ + k n 



71 _ 71 _ _ 

x = y + k—, ke Z. 



II 2 cosx -f 1 = 0, cosx = — — 

4 jr 

x = y + 2 k /e 6 Z. 
2 71 

X = — -f- 2 k 71) k E Z 3 



Rjesenje zadatka je 

71 2 71 



I 71 

* e hr 



+ k 



2 k 71, 



4 71 



2* 3 — 3 

+ 2 & : k E z}. 



Dalibor Paar (3), Zagreb 
1962. Rijesiti jednadzbu 

, , / x \ x (x — 1 ) . 

Mijenjajuci 11 = 2 imamo 

x (x - 1 ) 



x - 1 



= 24 3 x 1 3 x 2 = 48 => 



x = . 4 - 4 1 / 3 . 
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Ovo je rjesenje »prilicno sumnjivo«. [Ve- Iz uvjeta za povrsinu trokuta dobivamo 
cina. zapazila. Korektor se ispricava.] Pret- 

postavimo da u zadatku ne pise razlomacka p _ _L \\ . (3 _ y ) .|_ 2 (y -|- 2 ) 4 - x{— 2 — 

crta (kad bi bila crta zagrada oko tog razlomka 2 

ne bi bila potrebna). Tada imamo zadatak: — 3)| 



1962 (p). Rijesite (y) ' (x - l) = 24 ' 
Znajuci da je (^ * j) = ( * ) = x dobivamo 



x (x — 1) ^ 



24 



odakle je 

IP = [7 + y — 5x|. 

Uvrstavajuci 

y — — 2x + 2 i P —■ 8 

imamo 

16 = |9 - lx\. 



x 2 (x- \) = 48 



x 3 — x 2 — 4$ = 0 
(x - 4) (jc 2 + 3x + 12) '= 0 
Postoje dvije mogucnosti: 

x — 4 = 0 
x 2 + 3x'+. 12 = 0 

Za prvu mogucnost dobivamo x = 4, a za 
drugu ne dobivamo rjesenje u skupu R je 
D - 3 2 - 4 • 12 = -39 < 0. 



Jedino rjesenje je * = 4. 

Dalibor Tuzinski (2), Slav. Pozega 

1963. Vjerojatnost da zarulja ( sijalica ) ostane 
ispravna nakon 1000 sati rada jednaka je Ojl. 
Kolika je vjerojatnost da bar jedna od 4 zarulje 
ostane ispravna nakon 1000 sati rada ? 

Vjerojatnost da jedna zarulja nakon 1000 
sati rada nece biti ispravna je 

p t = 1 - 0,2 == 0,8, 

a vjerojatnost da sve cetiri nece biti ispravne 
jednaka je 

P 2 =P\ 0,8 4 = 0,4096. 

Vjerojatnost da se nece dogoditi da su sve 4 
zarulje neispravne nakon 1000 sati rada, tj. 
da je bar jedna ispravna je 

p - 1 - p 2 = 1 - 0,4096 « 0,59 - 

- 59 %. 



Dalibor Paar (3), Zagreb 

1964. Povrsina trokuta je 8, a dva njegovo 
vrha su u tockama A (1, — 2), B (2, 3). Odrediti 
koordinate treceg vrha C ako on lezi na pravcu 
2x + y - 2 = 0. 

Rjesenje A: 

Neka su x i y koordinate vrha C. Koordinate 
tada zadovoljavaju jednadzbu 

y — —2x4-2. 




Razlikujemo dvije mogucnosti: 

9 — lx = 1 6 > v 1 = —1, 

25 

9 — lx = —16 <= x 2 

Uzimajuci u obzirjy = — 2x + 2 dobivamo od- 
govarajuce ordinate 

-36 

y 1 == 4, y 2 = -y-* 

Koordinate treceg vrha C su ( — 1,4) ili 




Dalibor Tuzinski (2), Slav. Pozega 
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\AB\-v c 

* ABC — 2 3 



\AB\ = \26> v c = 




Visina v c je udaljenost vrha C ( x c ,y q ) od pravca 
AB kojemu je jednadzba 5x — y — 1 = 0. 
Dakle : 



v e 



1 5x c y c 7 1 

1/26 




tj- 

\S x c — y c - 1\ = 16. 

Supstitucijom y c = -2x c + 2 dobivamo jed- 
nadzbu: 



|7x c -9| = 16. 



U U 6US 
1 ~ ~R ~ ‘ 11 / 11 o / 

r 65 

6 • 11V • 1,1 • 10- 6 m 2 _ n A 
~ 11 • 12 • 10 -8 H m-5 m 

Pad napona na svakoj zici jednak je umnos- 
ku struje i otpora te zice, odnosno 

Ui = Ie ■ = 11 A ■ 12 • lO-'Qm- 



u * = 1 e ' Ys " 3V ’ 
v.-lo 5^-2V. 



Dva su rjesenja: 




Branka Tokic (3), Zadar 

E) Rjesenja iz fizike 

819. Vodic se sastoji od tri zeljezne zice 
koje su redom spojene jedna za drugu. Sve tri 
zice imaju jednake duzine od po l — 5m. Povr- 
sina poprecnog presjeka prve zice iznosi S 1,1 
mm 2 , dok su povrsine poprecnih presjeka ostalih 
dviju zica S v = 2S i S 0 = 35. Na krajevima 
takvog vodica uspostavi se stalan napon U = 
= 11 V. Kolika struja protice kroz svaku zicu ? 
Koliki je pad napona u svakoj zici ? Otpornost 
zeljeza iznosi q — 12 ii cm. 

Otpori zica redom su jednaki 

l l l 
8 S’ Q 2 S’ 8 35' 




Te tri zice spojene su medusobno serijski (vidi 
sliku) pa je ukupan otpor 

/ l l 11 l 

R==Q 's + 8 2S + e Js~ Q Ts- 

Struja koja protice kroz svaku zicu je jednaka 
iznosi 



Dalibor Tuzinski (2), Slav. Pozega 

820. Dvije dugacke ravne zice nalaze se u 
zraku u paralelnom polozaju na medusobno j 
udaljenosti dt= 6 cm. Izracunati ukupnu in- 
dukciju magnetskog polja u tockama koje leze 
na sredini udaljenosti zica kada kroz zice proti- 
cu struje jakosti 1 1 6A i 1 0 9A, i to: 

a) kroz obje zice u istom smjeru ; b) u razlicitim 
smjer ovinia. 

a) Posto tocke u kojima se trazi magnetna in- 
dukcija leze na sredini udaljenosti zica, uda- 
ljenost od oba pravodnika je 

d . 

a = — = 3 cm. 




B 2 




Na si. a) prikazan je poprecni presjek zica 
kroz koji teku struje i I 2 u istom smjeru. 
Tada su silnice magn. polja suprotno orijen- 
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tisane. Provodnik kroz koji tece struja Ii 
stvarace indukciju 

B\ = — 6 ■ 10 -5 T = 60 //T 

2 n a ^ 

gdje je it o — magnetna permeabilnost u va- 
kuumu. 

Za drugi provodnik je 

B 2 = • — = 4 • 10 s T. = 40 fiT. 

In a r 

Ukupna magn. indukcija je 

B B 2 - B l = 2 • 10~ 5 = 20 juT. 




b) Ako kroz zice teku struje /j i / 2 u razli- 
citim smjerovima silnice magnetnih polja su 
jednako orijentisane, pa je 

B = B t + B 2 = 10" 4 T = 100 fx F. 

Nenad Micic (3), Banja Luka 

821. 1 zracunati kapacitivni otpor konden- 
zatora kapaciteta C = 1 [xF, kada je veza u 
kolo kroz koje protice naizmenicna struja frek- 
vencije f = 50 Hz. Graficki prikazati kako se 
menja kapacitivni otpor ovog kondenzatora pri 
promeni frekvencije struje. 



Otpor koji kondenzator pruza naizmenicnoj 
struji je: 



R c 



1 

c to 



\ k_ 

c 2 nf f 5 



gde je k — 



1 

2 n c 



= 159235,66 F" 1 , 



pa je za 

f = 50 Hz, R c = 3184,71 Cl. 



Za 2, 3, 4, . . . puta vecu frekvenciju naizmenicne 
struje, kapacitivni otpor je 2, 3, 4, ... puta 
manji i obrnuto, sto je i graficki prikazano. 

Jadranka Glamocic (2), Futog 



822. Tanko sabirno socivo je napravljeno od 
stakla indeksa loma n s = 1 3 6. Kada se nalazi u 
vazduhu>' njegova zizna daljina iznosifx = 20cm. 
Kolika ce biti zizna daljina tog sociva ako se 
stavi u tecnost kroz koju se svetlost siri brzinom 
v = 2,4 • 10 7 m/s? 

Iz jednacine tankog sabirnog sociva u opstem 
slucaju, dobijamo da za ziznu daljinu f L vazi: 








(l) 



gde su r t i r 2 poluprecnici krivina sociva. 
Ako se isto socivo stavi u tecnost indeksa loma 
n t > njegova zizna daljina je / 2 , pa je 





Indeks loma tecnosti 




( 2 ) 



n t = 



1,25. 



Iz relacija (1) i (2) nalazimo/ 2 : 

f f . n t ( n s 1 ) nr 

J 2 — Ji = 42,86 cm. 

n s — n t 

Milos Guzijan (4), Zrenjanin 



823. 0U3UHKo-xeMujcKUM MemodaMa je ycma- 
uoe/beuo da ce y KOMady ueuoz MuuepaAa uana3u 
m i — 3,8 g ypaua u m 2 =8 mg o/ioea cmeope- 
H03 paduoaKmueuuM pacnadarbeM ypaua. Ko/iuxa 
je cmapocm moz Muuepana oduocuo zeo/ioiuKoz 
c/ioja U3 Kojez je Muuepan odcmpaibeu ? Maceuu 
6poj ypaua u3uocu A = 238, Maceuu 6poj 
oAoea A = 206, a epeMe nonypacnada ypaua 
T — 4,5 • 10 9 eoduua. 

Bpoj HepacnaAHyTHx je3rapa aTOMa ypaHa 
ona^a no 3aKony N u = N 0 • 2~ tlT > npn neMy je 
N 0 = N u -f N Pb (N o -noneTHH 6poj je3rapa 
aTOMa ypaHa, N Pb -6 poj je3rapa aTOMa ojioBa,. 
N u -bpoj je3rapa npeocTannx aTOMa ypaHa). 



Kano je N u — 



mi N a 
A u 



h N Pb = 



m 2 N a 



(A u h A Pb - aTOMcne Mace ypaHa h ojioBa, m 1 n 
m 2 -Mace ypaHa h OJiOBa y MHHepajiy), cjicah: 

, ( log(Ar 0 /N M ) _ rr log (1 +Np b JN u ') 

log 2 log 2 



log 



= T 



L , m 2 A u \ 
l ~ r m,A Pb ) 
log 2 



— 15,7 • 10 6 roAHHa. 



MuAau Odpadoeuh (3), Hobh CaA 
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824. Jedna jezgra urana 235 oslobodi pri 
nuklearnoj fisiji ukupnu energiju E i = 201 MeV. 
Kolika se masa urana 235 utrosi u nuklearnom 
reaktoru u toku t = 24 h kad reaktor u toku 
toga vremena radi sa konstantnom snagom P = 
50 MW? 

Snaga reaktora je data odnosom 

p -T> 

gdje je A oslobodena nuklearna energija u 
reaktoru za vrijeme t. Ta energija iznosi 

A = P • t = 4,32 • 10 12 J. 

Pri nuklearnoj fisiji jednog jezgra urana 235 
oslobodi he energija 

E x = 201 MeV = 3,216 • 10“ 11 J, 

pa se sa oslobadanje energije A mora izvrsiti 
fisija 

n = 4r = 1,343 • 10 23 
E i 

jezgara urana 235. 

Masa m jednog jezgra atoma urana 235 
moze se odrediti pomocu masenog broja ovog 
izotopa i Avogadrovog broja. Bice 



235 g 



6,025 • 10 23 



= 3,9 • 10- 



■ g. 



\ 



m 1 == nm 52,4 g. 

Nenad Micic (3), Banja Luka 




na kosinu. Posto je cos a = ~ (vidi sli- 



Saonice krenu iz mirovanja (tacka A) i zaustave 
se u tacki C, pa je promjena kineticke energije 
jednaka nuli. Pri spustanju sa brda potencijalna 
energija saonica se smanji. Promjena poten- 
cijalne energije jednaka je radu sila trenja: 

mg h = F trl • l + F tr2 ' d. 

Sila trenja duz puta AB je F t r \ = ^ • G 2 jer 
je G 2 komponenta tezine tijela koja je okomita 

_ b_ 

G ~ l 

ku) onda je F t rl = /a • G • — = pt • m • g • 
b 

• — . Sila trenja duz puta BC je F tr2 = k - G = 

= km g jer je na ovom putu sama tezina tije- 
la okomita na ravninu, te je 



m gh = (.i mg — • l + ft m g d. 

Ji 

Odatle dobivamo da je b + d = — , a posto 

. , , . h h 

je b + d '= 5 to je 5 = — <= u — — . 

Znaci: koeficijent trenja je p, = — . 

Enes Kalajac (2), Zivinice 

(Ispravak. U br. 3/150, na str. 91, u lijevom stupcu, 
rjesenje b) treba glasiti: 



Masa n jezgara koja su u toku 24 sata pretrpjela 
fisiju iznosi 



hi 



\ mx + m 2 J 



2,25 m. 



825. Sa vrha brda visokog h spuslaju se 
saonice i zaustave se s daleko od projekcije vrha 
brda na horizontalnu ravninu. Koliki je koe- 
ficijent trenja /u7 

Zadatak cemo rijesiti primjenom zakona o 
odrzanju energije. 



Ovu visinu kuglica ne moze postici, jer je vezana. Pos- 
tignuvsi maksimalnu visinu od 2 m, kuglica se prebaci 
na drugu stranu; 

h ' 2 _ ) 2 _ o,25 m.l 

\m i + m 2 ] 

F) Rjesenja iz matematike za 
ekonomsko usmjerenje 

666. Netko je primao prije 2 godine OD 
mjesecno u iznosu od 40 000 dinar a , a danas 
prima mjesecno 67 200 dinara. Izracunajte go- 
disnji postotak povecanja u prvoj godini uz 
uvjet da je postotak povecanja u drugoj godini 
bio dva puta veci nego u prvoj godini a odnosi 
se na svotu krajem prve godine. Ako se takav 
isti trend povecanja nastavi , koliki mjesecni iz- 
nos ce dobivati na kraju slijedece godine racu - 
najuci od danas ? 

Prema uvjetima zadatka dobiva se jednadzba: 

40 000 ('+ ts) (' +ra). - * 

odavde se poslije sredivanja dobiva kvadratna 
jednadzba p 2 + 150 p — 3400 = 0, cije jedno 
rjesenje p — 20 zadovoljava zadatak. Godisnji 
postotak povecanja u prvoj godini iznosi p = 
— 20. Za trecu godinu, odnosno za slijedecu 
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godinu racunajuci od danas moze se ocekivati 
postotak povecanja 80 i svota OD mjesecno 

67 200 • |l + Yoo) = 120 960 u dinarima. 

667 . Pet par ova imaju na raspolaganju za 
klizanje puni sat. Samo dva para kliza isto- 
■ vremeno . Ako nema prekida zbog izmjene pa- 
rova , i dopustivsi svakom para da klize jed- 
nako dago vremena , koliko vremana moze svaki 
par klizati ? 



Oznacimo parove sa 1, 2, 3, 4, 5. Zabiljezi- 
mo neke kombinacije parova koji klizu isto- 

vremeno: 1, 2; 3, 1 ; 4, 5. Ima ukupno ^ ^ j = 

10 kombinacija parova koji mogu isto- 
vremeno klizati. Svaka kombinacija od po 
dva para moze klizati 6 minuta. Kako se svaki 
par pojavljuje u 4 kombinacije, to svaki par 
moze klizati 24 minute. 



668. Dugorocni zajam od 2 000 000 dinara 
treba otplatiti za 5 godina godisnjim anuitetima 
a) uz godisnji kamatnjak p x = 24,75, ukamaci- 
vanje godisnje dekurzivno , b) uz godisnji ka- 
matnjak p 2 24, ukamacivanje godisnje de- 
kurzivno. Za koliko % je anuitet u dijelu a) 
zadatka veci od anuiteta u b ) zadatku ? 



a) a i 2 000 000 • 1,2475 s • (1,2475 - 1) : 
: (1,2475 s — 1) Izracunajmo pomocu logari- 
tamskih tablica x- 1,2475 s pa je log * - 
5 • log 1,2475 0,48020 i x - 3,0213 pa je 

- 2 000 000 3,0123 ' °> 2475 



2,0213 



- 739 892. 



b) a 2 - 2 000 000 ■ 1,24 s ■ 0,24 : (1,24 s - 1). 
Izracunajmo pomocu logaritamskih tablica 
y 1 j 24 5 . Odavle je log^ - 5 • log 1,24 = 
0,46710. Odavde je y = 2,9316, a 2 = 
2 000 000 • 2,9316 • 0,24 : 1,9316 = 728 499. 
Anuitet u a) je za 1,56% veci od anuiteta u b). 



669 . Znak su sastoji od pet znamenaka 0 , 1 , 
2, 3, 4, koje se mogu ponavljati. Kolika je vje- 
rojatnost da ce se pogoditi znak a) koji ima 0 
barem na prvom i trecem mjestu, b) koji ima 
0 samo na prvom i trecem mjestu ? 



a) Ako se zahtijeva da u znaku bude 0 
barem na prvom i trecem mjestu, onda preos- 
tala tri mjesta mozemo popuniti sa svih pet 
znamenaka, tj. na 5 3 nacina. To su varijacije 
treceg razreda s ponovljanjem od pet elemenata. 
Broj mogucih slucajeva je 5 s a to su varijacije 
od pet elemenata petog razreda s ponavljanjem. 

Trazena vjerojatnost je 5 3 : 5 s = — . 



b) Broj mogucih slucajeva je 5 s , a broj po- 
voljnih slucajeva je 4 3 jer 0 smije biti samo na 
prvom i trecem mjestu, pa je trazena vjerojat- 



nost 4 3 : 5 s 



64_ 

3125* 



670 . Svotu od 3 000 000 dinara treba podije- 
liti na pet dijelova. A dobiva —■ svote , B dobiva 

20% iznosa koji dobiva A; C dobiva -- ostatka 



posto su podmireni A i B; D dobiva 150% iznosa 
koji je dobio C; E dobiva ostatak posto su podmi- 
reni A, B, C, D. Koji je dobio imjvise a koji naj- 
manje i koliko iznose te svote ? 



A dobiva svote, B dobiva • — — 

4 100 4 20 

svote. A i B zajedno dobivaju -i- + ^ ~ 

svote. Ostatak je^ svote. C dobiva ~ 

" 30 SVOte ‘ D dobiva 150 % ' 30 ^ !() ' 

• ~ ^ svote. ZaEje ostatak 1 - (%~-+ 



, 7\ , 


, l 15 


3 


14 


21 \ 


1 20/ 


1 - (so + 


60 


+ 60 + 


60/ 



= ^ Najvise dobiva D, tj. ^ svote a to je 

3 

1 050 000 dinara. Najmanje ce dobiti B, tj. — 

60 

svote a to je 150 000 dinara. 



| ~ | 

ZANIMLJIVOSTI I 3RAZNO 



Takmicenje srednjoskolaca 
SR Bosne i Hercegovine 
iz matematike 

U Sarajevu je 4. aprila 1987. godine odrza- 
no 29. republicko takmicenje mladih matema- 
ticara, ucenika srednjeg usmjerenog obrazova- 
nja i vaspitanja SR BiH. Ucestvovao je 161 uce- 
nik i to po razredima: I — 35, II — 37, III — 38 
i IV — 51. Organizator takmicenja je bila Gim- 
nazija »Ognjen Prica« iz Sarajeva. Zadatke za 
takmicenje je sastavila Komisija DMFA SR 
BiH koje su sacinjavali docenti i asistenti Pri- 
rodno-matematickog fakulteta iz Sarajeva. Pred- 
sjednik Komisije je bio docent dr Milenko Pi- 
kula , predsjedavajuci Sekcije za matematiku 
DMFA SR BiH. Takmicare, njihove profesore 
i goste je pozdravio prof. Zarko Misilo , vrsi- 
lac duznosti direktora Gimnazije »Ognjen 
Prica«, a takmicenje je otvorio mr Milorad 
Mijatovic , predsjednik OK SSSRN opstine 
Centar — Sarajevo i sam nekadasnji profesor 
matematike i direktor Gimnazije »Ognjen 
Prica«. 
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Kao pratioci ucenika — takmicara u Sa- 
rajevo koje je tih dana slavilo 42. godisnjicu 
oslobodenja, nasao se na okupu veci broj sred- 
njoskolskih profesora matematike. Dok su uce- 
nici rjesavali postavljene im zadatke, i ove go- 
dine organizovan je okrugli sto o vaznim pi- 
tanjima iz nastave matematike u SR BiH. 
Razgovore je vodio dr Milenko Pikula . Na 
kraju ovih razgovora rukovodilac Ljetnejkole 
mladih matematicara u Trebinju mr Sefket 
Arslanagic je podnio izvjestaj o radu II ljetne 
skole odrzane proslog ljeta u Trebinju. I ovog 
ljeta Skola ce nastaviti sa radom u Trebinju 
od 3. do 8. avgusta 1987. godine. Svi prisutni 
su podrzali rad ove skole i istakli njenu vaz- 
nost i znacaj za mlade matematicare. U poslije- 
podnevnim casovima ucenici — takmicari i 
njihovi profesori su u organizaciji domacina 
posjetili Spomen-park zrtvama fasizma na 
Vracama i olimpijska borilista u okolini Sa- 
rajeva. Recimo i to da su ucenici i njihovi pro- 
fesori bili smjesteni u hotelu »Park« u Vogosci. 
Organizator takmicenja je stampao dva sadr- 
zajna biltena o ovom takmicenju. Na kraju 
takmicenja ucenicima, profesorima i gostima 
se obratio prof, dr Milos Tomic , predsjednik 
Predsjednistva DMFA SR BiH. 



Z AD AC I (i neka rjesenja) 

I— 1. Neka je a 0, b 0 i c — —2 n, 

kg N. Ako je a + b -j- c = 0, pokazati da 
je 

a 3 + b 3 + c 3 
a 2 + b 2 — c 2 

prirodan broj koji je djeljiv sa 3. 

I — 2. U unutrasnjosti jednakostranicnogtrou- 
gla stranice a — 1 nalazi se 5 tacaka. Dokazati 
da medu njima postoje dvije tacke cija je uda- 
ljenost manja ili jednaka 1/2. 

[ Rjesenje : Trougao se moze podijeliti na 
cetiri podudarna jednakostranicna trougla stra- 
nice 1/2. 

Prema Dirihleovom principu barem u jed- 
nom od ta cetiri trougla nalaze se barem dvije 
tacke (od datih pet). Njihova udaljenost je 
manja ili jednaka od 1/2.] 

1—3. Naci sve cetverocifrene brojeve ob- 
lika aabb (a i b su cifre) 5 koji su potpuni kvad- 
rati nekog prirodnog broj a. 

1—4. Tacka M lezi u unutrasnjosti ostrog 
ugla s vrhom A. Iz tacke M spustene su nor- 
male MP i AIQ na krakove ugla. Iz tacke A 
spustena je normala AK na duz PQ. Dokazati 
^ PAK - ^ MAQ. 

II — 1 . Naci sve realne vrijednosti x za koje 

je - 2 — cijdi broj. 



II — 2. Dokazati da za svaki prirodan broj n 

vrijedi nejednakost — H ? — - + . . . + ~ > 1 . 

n 72+1 w 

II - 3. Ako za sve tacke P neke ravni vrijedi 
nejednakost AP + DP > BP + CP, pri cemu 
su A, B, C, D tacke te iste ravni , tada tacke B i C 
pripadaju duzi AD i vrijedi AB — CD. Doka- 
zati. 

II — 4. Uceinci su postrojeni u dva reda , tako 
da ispred svakog ucenika stoji ucenica kojaje niza 
rastom od njega. Ako ucenike postrojimo po ve- 
licini i ispred njih po velicini postrojimo ucenice, 
to ce opet ispred svakog ucenika biti ucenica niza 
od njega. Dokazati. 

[Rjesenje: Pretpostavimo da tvrdnja ne vrije- 
di i da je ucenik A prvi ispred kojeg stoji uce- 
nica B koja je visa od njega. Neka se prije 
ucenika A nalazi k — 1 ucenika. Svaki od 
tih k — 1 ucenika je manji od ucenika A, pa 
samim tim i od ucenice B. Dakle, za k — 1 
ucenika koji su prije A i ucenika A (ukupno za 
njih k), imamo samo k — 1 ucenica (one koje 
su prije ucenice B) koje su nize od njih. Kon- 
tradikcija.] 

III— 1. Dokazati da jednaciha \9x 2 + 2 = y 2 
nema rjesenja u skupu cijelih brojeva. 

Ill -2. Neka su a , b , c realm brojevi i vrijedi 
a + b + c — 4, a 2 + b 2 + c 2 = 8. 

Odrediti maksimalnu vrijednost za c (Sa takmi- 
cenja u Amend 1978, modifikovano.) 

[Rjesenje: Iz druge jednacine imamo 

c 2 = 8 - (a 2 + b 2 ). 

Koristeci nejednakost 

a 2 -j- b 2 ^ (a + b\ 2 

2 > l 2 / 

imamo 

f 2 ' < 8 - ~ {a + b) 2 = 8 - y (4 - c) 2 . 
Posljednja nejednakost je ekvivalentna sa 

g 

3c 2 — 8c < 0, dakle dobijamo c < — . 

8 2 

Ako je c = — tada je a = b = — 3 pa je za 
c maksimalna vrijednost c = j 

III — 3. Realni brojevi a l9 a 0 ,...,a n zadovo- 
Ijavaju uslove 0<<z L < a 2 < 2 a 1} a 2 < <33 < 

2 a 2 } <^3 ^ a , 4 2 #3, . . ., a n _ 1 ^ a n ^ 

< 

Dokazati da u sumi S — ±^1 ± ^0 ± ••• ± a n 
mozemo izabrati znakove tako da vrijedi 0 < 
< 5 <\a t . 
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III — 4. U konveksnom n-touglu povucene su 
neke dijagonale tako da je n-tougao podijeljen 
na trouglove. ( Nikoje dvije dijagonale se ne sijeku 
u unutrasnjosti n-tougla). Dokazati da je broj 
povucenih dijagonaa n — 3. 

IV— 1. Rij esite u skupu kompleksnih brojeva 
sistem jednacina 

~19 w 2 5 _ Z 5 W n = 1, Z 4 + W 4 = 2. 

[Rjesenje: Kubiranjem druge jednacine do- 
bijamo z l5 zv 21 = 1. Iz z 19 w 2S = 1 i z 15 zv 21 = 
= 1 dijeljenjem dobijamo z 4 zv 4 = 1. 

Dakle, z 4 i w 4 su rjesenja kvadratne jednacine 
t 2 - 2 t + 1 = 0, ili (t - l) 2 = 0. 

Odavde z 4 — i i w 4 = 1. 

Iz Z 5 W 7 = 1 => ZZV 3 — 1 => z = — — — = 

ZV 3 

W 



Dakle, rjesenja mogu biti parovi: (1, 1), (— 1, 
— 1), (i 3 i) y (—/, ■—*). Uvrstavanjem u sistem 
se provjeri da su svi ti parovi rjesenja.] 

IV— 2. Dokazati da svaki konveksan poliedari 
ima bar dvije strane ( plohe ) s jednakim brojem 
ivica ( bridova ). 

IV -3. Ako su duzine stranica nekog let - 
verougla cijeli brojevi i ako je duzina svake stra- 
nice djelilac zbira duzina preostale 3 stranice> 
tada dvije stranice cetverougla imaju iste duzine. 
Dokazati l 

IV — 4. Devet matematicara su se sreli na 
nekoj internacionalnoj konferenciji i otkrili da , 
medu bilo kojom trojicom od njih , dvojica govore 
isti jezik. Ako svaki matematicar moze govoriti 
najvise tri jezika> dokazi da postoje trojica medu 
njima koji govore isti jezik. 

[Rjesenje : Uzmimo proizvoljnog matemati- 
cara A koji govori tri jezika ( x 3 y 3 z). (Ako govori 
manje od tri jezika zakljucivanje je isto). Ako 
se A moze sa svih ostalih osam matematicara 
sporazumijevati, tada postoje bar dvojica koja 
se sa A sporazumijevaju na istom jeziku. (1 + 1 + 
+ 1 < 8) a i to je trazena trojka. Neka se A ne 
moze sporazumjeti sa B. Zbog uslova zadatka 
bilo koji od ostalih sedam matematicara se 
moze sporazumjeti ili sa A ili sa B. A i B govore 
ukupno ne vise od 6 jezika, a matematicara 
ima sedam (+ od A i B), pa mora npr. ma- 
tematicar B na jeziku w moci razgovarati sa 
matematicarima C i D. (B, C, D) je trazena 
trojka.] 

REZULTATI TAKMlCENJA 
I razred 

I nagrada: 

Cigic Elizabeta 3 SC »M. Vlacic« Vlaseriica 



Medic Enver , SC »Lazar Dukic« Kljuc 
Andric Silvija 3 Gimnazija »Ognjen Prica« Sa- 
rajevo 

Cerimagic Fehim 3 SC »N. Tesla« Xoca 

II nagrada: 

Ribic Fatima 3 Gimnazija Tuzla 
Srkgic Fikret, SC »Mose Pijade« Bihac 

III nagrada: 

Lukac Zeljko, §C »Proleterskih brigada« Pu- 
carevo 

Ostovic Andelko 3 SC »Veselin Maslesa« Foca 
Frljak Samira 3 SC »Janko Balorda« Visoko 
Pohvale : 

Diklic Aleksandar 3 Franjic Kresimir y Gimnazija 
»Ognjen Prica« Sarajevo 
Risojevic Vladimir 3 Gimnazija Banja Luka 
Sipcic Radica 3 Gimnazija »Ognjen Prica« Sa- 
rajevo 

Suljic Damir 3 SC »Boris Kidric) Vitez 

II razred 

I nagrada: 

Jamak Anes , Gimnazija »Ognjen Prica<' Sa- 
rajevo 

II nagrada: 

Micic Aleksandar 3 Gimnazija Banja Luka 
Kusalovic Dejan, Gimnazija »Aleksa Santic« 
Mostar 

III nagrada: 

Tabakovic Darijo 3 Gimnazija Banja Luka 
Pohvale : 

Gajic Bojana, Gimnazija »Ognjen Prica< Sa- 
rajevo 

Borovina Nihad 3 SPO »Nikola Tesla« Foca 
Ivanovic Stanislav 3 SCS »Nikola Tesla« Foca 
Kelava Miroslav 3 Gimnazija »29. novembar« 
Zenica 

Kragic Nebojsa, Elektrometalska skola Teslic 
Stojanovic Biljana 3 Gimnazija »Ognjen Prica« 
Sarajevo 

III razred 

I nagrada: 

Keselj Vlado 3 Gimnazija »Ognjen Prica« Sa- 
rajevo 

II nagrada: 

Jocic Aleksandar 3 SSC »Nikola Tesla« Foca ' 
Babic Zivomir 3 Gimnazija Banja Luka 
Imsirpasic Amina 3 Gimnazija »Ognjen Prica« 
Sarajevo 

Zirojevic Srdan 3 Gimnazija »Ognjen Prica« 
Sarajevo 

III nagrada: 

Bosnia Novica 3 SC »Marija Bursac« Titov Drvar 
Pohvale : 

Tokic Amir 3 Gimnazija Tuzla 
Kerkez Marko 3 Gimnazija Banja Luka 
Sredanovic Vera 3 Gimnazija »Ognjen Prica« 
Sarajevo 

Pavidovic Darko 3 Gimnazija »Ognjen Prica« Sa- 
rajevo 

Basic Dejan 3 SSC Trebinje 
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IV razred 

I nagrada: 

Balic Josko , Gimnazija Tuzla 

II nagrada nije dodijeljena 

III nagrada: 

Karamustafic Jasmin , SSC »Mahmut Busat- 
lija« Bugojno 
Pohvale : 

Colic Leljko SSC Hadzici 
Omerdic Edin, Gimnazija Tuzla 

Pohvale su dobile ove skole ciji su ucenici 
bili najuspjesniji: 

Gimnazija »Ognjen Prica« Sarajevo 
Gimnazija Tuzla 
Gimnazija Banja Luka 
SC »Nikola Tesla« Foca 

kao i profesori ciji su ucenici imali najvise us- 
pjeha na ovom takmicenju: 

Stijacic Rasela-Dina, Gimnazija »Ognjen Prica« 
Sarajevo 

Alic Aleliha, Gimnazija »Ognjen Prica« Sa- 
rajevo 

Durkovic Radivoje , Gimnazija T uzla 
Vasic Gojko, Gimnazija Banja Luka 

mr Sefket Arslanagic , Trebinje 



Republicki susret mladih matema- 
ticara SR Hrvatske (1987) 

Ovogodisnji ciklus natjecanja poceo je op- 
cinskim susretima na kojima je sudjelovalo 
2763 ucenika iz 47 srednjih skola. Republicka 
komisija za organizaciju i provodenje susreta 
iz matematike pregledala je pristigle izvjestaje 
i .pozvala na republicki susret 118 ucenika 
(I __41 ucenik, 11 — 30 ucenika. III — 22 
ucenika, IV — 25 ucenika). 

Susret je odrzan u Medulinu J(Pula) od 27. 
do 29. ozujka pod pokroviteljstvom Skupstine 
opcine Pula i 10 drustveno-politickih i rad- 
nih organizacija i SIZ-ova. Organizatori sus- 
reta bili su Narodna tehnika SR Hrvatske 
— Pokret »Nauku mladima«, Drustvo mate- 
maticara i fizicara SR Hrvatske, Zavod za pros- 
vjetno-pedagosku sluzbu SR Hrvatske, Savez 
organizacija za tehnicku kulturu opcine Pula. 
Domacin susreta bila je Osnovna skola Me- 
dulin. 

Za neobavezni dio susreta Republicka komi- 
sija je predlozila 10 tema. Svoje radnje su 
izlagali : Babic Dragana (»Ptolemejev teorem<<), 
Causic Blazenka (Simetricni polinomi dviju 
varijabli«), Draca Jasna (»Racionalne nule 
polinoma«), Ilisevic Dijana (»Aritmeticka, geo - 
metrijska i harmonijska sredina«) i Milisavljevic 
Nada (»Aritmeticka, geometrijska i harmonijska 
sredina«). 

Obavezni dio susreta bilo je uobicajeno re- 
publicko natjecanje iz matematike. Rezultati 
i zadaci s toga natjecanja: 



Nagrade i pohvale 

I razred 

Bozicevic Mir an, MIOC »Vladimir Popovics 
Zagreb, II nagrada 

Silovic Miroslav , MIOC, Split, II nagrada 
Jaksic Ozren , MIOC »Vladimir Popovic«, Za- 
greb, pohvala 

Zanic Marija , CUO »Braca Ribar«, Osijek, 
pohvala 

Miksic Miran, SC »Gabrijel Santo«, Varazdin, 
pohvala 

II razred 

Poljak Ljiljana , CUO »10. kolovoz«, Sinj, I 
nagrada 

Tuzinski Dalibor , CUO »Zvonko Brkic«, SL 
Pozega, I nagrada 

Slijepcevic Sinisa , MIOC »Vladimir Popovic«,. 
Zagreb, II nagrada 

Medvid Boris , CUO »10. kolovoz«, Sinj, III 
nagrada 

Bombardelli Mea , MIOC, Split, III nagrada 
Bastijanic Ksenija , SSC »Mate Blazina«, La- 
bin, pohvala 

Tutic Zeljko , CUO »Ruder Boskovic«, Za- 
greb, pohvala 

Jeras Miroslav , MIOC »Vladimir Popovic«, 
Zagreb, pohvala 

Matosic Igor , MIOC, Split, pohvala 
Tomac Lidija , CUO »Sladimir Nazor«, Cabar 

III razred 

Crnja Zoran , CZKUOIK, Rijeka, II nagrada 
Passek Kornelija , MIOC »Vladimir Popovic^ 
Zagreb, II nagrada 

Staresinic Damir , MIOC »Vladimir Popovich 
Zagreb, II nagrada 

Uroic Milivoj , MIOC »Vladimir Popovic«, Za- 
greb, pohvala 

Milin Matko , MIOC »Vladimir Popovic« 
Zagreb, pohvala 

IV razred 

Poljak Josko , CUO »10. kolovoz«, Sinj, II 
nagrada 

Carevic Hrvoje , MIOC »Vladimir Popovic«,. 
Zagreb, III nagrada 

Zlokapa Danko , CUO »Branko Semelic«, Pula, 
III nagrada 

Aglic Andrea , MIOC, Split, pohvaia 
Zadaci 

I — 1. Kolika je povrsina skupa (u pravokut- 
nom koordinatnom sustavu ) svih tacaka (x, y ) 
za koje je 

|*| + |j>i + \x+y\ < 2? 

1 — 2. Neka je P proizvoljna tocka unutar 
pravokutnika ABCD. Dokazi da je zbroj uda- 
Ijenosti to eke P do vrhova pravokutnika manji 
od opsega pravokutnika . Da li ta tvrdnja vrijedi 
akoje ABCD trapez ? 

1—3. Neka je n prirodan broj. Dokazi da je 
najveca zajednicka mjera brojeva n 2 + 1 
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(n + l) 2 + 1 ili 1 ili 5, i dokazi da je jednaka 
5 ako i samo ako je n = 2 ( mod 5). 

I — 4 . Dokazi da za pozitivne broj eve a, b vrije- 
di 

_ 3 _ 5 

2 a + 3 ]/ b >5 /ab. 

_ 3 _ 5 

II — 1. Dokazi da]/ 2 + / 3+1/5 nije ra- 
cionalan brojl 

II — 2. Za koju vrijednost parametra m po- 
linomi 

x 4 + mx 2 + 1 i x 3 + mx + 1 
imajn zajednicki korijen ? 

II - 3. Polje ima oblik trokuta kome su du- 
ljine stranica a, b, c. Iz helikoptera koji nepo- 
micno lebdi u zraku sve se stranice vide pod 
pravim kutom. 

Na kojoj je visini helikopter ? 

II — 4. Rastavi na linearize faktore ( u pod - 
rucju kopmleksnih brojeva) izraz 

( y — z) 5 + O — x) 5 + O — y) 5 . 

III — 1. Nadi sve vrijednosti prirodnog broja 
n za koje je polinom 

(x + 1 )" — x n — 1 djeljiv sa x 2 + x + 1. 

III— 2. Neka je A <= C \ {0} skup sa svoj- 
stvima 

x E A => — E A A 1 — xe A. 
x 

Da li postoji skup A koji ima tocno 5 elemenata} 

III — 3. U bazi 2 dan je broj 11 

(n jedinica). Nadi , takoder u bazi 2, njegov kv ad- 
rat. 

III 4. Zadan je trokut ABC te tocka S unu- 
tar njega. Pravci AS, BS, CS dijele trokut na 
sest manjih trokuta. Dokazi da barem dva od 
njih imaju povrsinu manju ili jednaku od ses- 
tine povrsine trokuta ABC. 

IV — 1. Ravnina prolazi jednim bridom pra- 
vilnog tetraedra i dijeli obujam tetraedra u omje- 
ru 3:5. Nadi tangense kutova a i / 3 na koje 
ta ravnina dijeli prikloni kut onih dviju strana 
tetraedra koje se sastaju u tom bridul 

IV — 2. Neka su n, p proizvoljni prirodni bro- 
jevi, p > 2. Dokazi da 1 / n p + p nije raciona - 
lan broj. 

IV — 3. Zadana je funkcija f : N -> R re- 
kurzivnim relacijama 

/( 1 ) = 2 

/( 2) - 3 



f(n + 1 )•/(»- 1 ) =/(») 2 + (-1)", 
n>2. 

a) Dokazi da je f (it) E N , \/ n E N. b) Dokazi 
da je l ras tuca funkcija. 

IV — 4. Zbroj prvih n clanova jednog niza 
dan je izrazom 

s n = 9,5 n 2 — 89,5 n. 

a) Nadi opci clan tog niza i pokazi da je niz 
aritmeticki ! 

b) Pokazi da u promatranom nizu postoji 
jedan clan koji je dva puta veci od zbroj a svih 
prethodnih clanova i nadi taj clan. 

Zdravko Kurnik 

23. savezno natjecanje mladih 
fizicara 

23. savezno natjecanje ucenika srednjih sko- 
la iz fizike odrzano je od 15. do 17. svibnja 
1987. u Ljubljani. Organizator natjecanja je 
bilo Drustvo matematikov, fizikov in astrono- 
mov SR Slovenije i Srednja naravoslovna sola 
u Ljubljani gdje se natjecanje i odrzalo. Na- 
tjecanje se odvijalo prema pravilima saveznog 
natjecanja u tri grupe: Mehanika i toplina (A), 




Titranje i valovi. Elektricitet i magnetizam 
(B), Optika^ fizika atoma sa teorijom relativ- 
nosti (C) 3 i okupilo je 83 ucenika iz cijele Ju- 
goslavije [SR Bosna i Hercegovina (11) 3 SR 
Crna Gora (3), SR Hrvatska (20), SAP Kosovo 
(5), SR Makedonija (4), SR Slovenija (14), 
SR Srbija (20) i SAP Vojvodina (16)]. 

Radni dio natjecanja odrzao se u subotu 16 
svibnja u prijepodnevnim satima, nakon kojeg 
su natjecatelji otisli na izlet. Razgledali su 
jednu od najljepsih i najlakse dostupnih ev- 
ropskih pecina, Postojnsku jamu, gdje zivi 
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bioloska znamenitost — covjecja ribica i taj 
radni dan zavrsili u Delta centru u Novoj 
Gorici. Tamo su organizatori za natjecatelje 
i njihove vode puta priredili drustveno vece. 
U nedjelju 17. svibnja natjecatelji su posjetili 
Razvojni centar ISKRE DELTE (jednog od 
pokrovitelja saveznog natjecanja). Nakon toga 
su se vratili u Ljubljanu na svecano progla- 
senje rezultata i podjelu nagrada. 

Savezna komisija za mlade fizicare na te- 
melju postignutih rezultata nagradila je i po- 
hvalila niz natjecatelja. Njima su pripali vrijed- 
ni pokloni instrument! pogodni za kucne 
laboratorije. Poklone su osigurali pokrovitelji 
saveznog natjecanja: Iskra Delta, Iskra avto- 
matika, Gorenje, Ilirija Vedrog, Institut »Joze 
Stefan«, Unitex Ljubljana, Adria Airways i 
Birografika Bori. 

Nagrade i pohvale 

A GRUPA: 

I nagrada 

Lamovec Andre /, Slovenija 

II nagrada 

Todorovic Rade , Srbija 
Volk Tomaz , Slovenija 

III nagrada 

Zrinski Igor , Slovenija 
Milin Matko , Hrvatska 
Cvitanovic Ivan , Hrvatska 

Pohvale 

Prosen Tomaz , Slovenija 
Obradovic Dragan , Srbija 
Nikolic Miodrag , Srbija 
Osmic Jakub , Bosna i Hercegovina 
Maroevic Petar , Hrvatska 
Jeraj Robert , Slovenija 
Golo Goran , Bosna i Hercegovina 
Skracic Sebastijan , Hrvatska 

B GRUPA: 

I nagrada 

Maksimovic Netar , Srbija 

II nagrada 

Pompe Uros, Slovenija 
Milosevic Predrag , Srbija 

III nagrada 

Malic Davor , Hrvatska 
Trpkovski P erica , Makedonija 
Sliskovic Maja, Bosna i Hercegovina 
Kocic Mikica , Srbija 

Pohvale 

Vucinic Dragan , Srbija 
Trisic Sergej , Hrvatska 
Jadrijevic Davor , Hrvatska 
Bracic Maja , Slovenija 
Martelj Alenka , Slovenija 



C GRUPA: 

I nagrada 

Vilfan Andrej, Slovenija 
Bajc Jure , Slovenija 
Jovanovic Bozidar , Srbija 
Arbanas Goran , Hrvatska 
Zanchi Drazen , Hrvatska 
Delic Dejan, Vojvodina 

II nagrada 

Katalinic Visnja , Hrvatska 

III nagrada 

Hrnjez Boris , Bosna i Hercegovina 
Bandic Zvonimir , Srbija 
Pohvale 

Kovac Tomaz , Slovenija 
Bonefacic Davor , Hrvatska 
Kopjar Emil , Hrvatska 
Hip Ivan , Hrvatska 
Gustin Andrej , Slovenija 

Posebna nagrada 

->Dr Branimir Markovic« za najoriginalnije rje- 
senje na Saveznom natjecanju (dodjeljuje ju 
Drustvo matematicara i fizicara SR Hrvatske) 
na prijedlog Savezne komisije pripala je TRP- 
KOVSKI PERICI, Makedonija. 

Evo i zadataka koje su rjesavali natjecate- 




A— 1. Dvojica sportista stoje u tackama A i 
B i drze stap za njegove krajeve. Istovremeno 
sportista A pocinje da se krece ka istoku brzinom 




AC :CB-1:4 

■ o 



v 0 = 1 m/s, a sportista B ka jugu sa konstant- 
nim ubrzanjem. Nadite to ubrzanje , ako je 
poznato , da je tacka C sa stapa pros la kroz 
tacku G (kao na slid). 

X 

A 2. Mozda ste razmisljali o sledecoj doset - 
a: da li rnoze covek sa tezinom G i = 700 N 
preneti istovremeno dva tega od po G 0 100 N 
(, zonglirajuci sa njima) preko mostica , koji pod- 
nosi maksimalno opterecenje od 800 N? 
Analizirajte resenje i nadite uvjete u kojima ce 
gornja granica sile na most biti minimalna , kao 
i koliko ona iznosi. 

A — 3. Na horizontalnim paralelnim sinama 
nalazi se homogeni valjak miase Af, sa namota- 
nom niti , na cijem kraju je pricvrscen teg mase 
m. U pocetku valjak je zakocen i sistem valjak — 
teg miruje. Zatim se valjak oslobodi. Posle ne- 
kog vremena osa valjka se krece sa konstantnim 
ubrzanjem a ( slika ). Uzimajuci da se kretanje 
valjka vrsi bez proklizavanja , odrediti : 
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a) odnos masa teg a i valjka 

b) minimalni koeficijent trenja valjka o sine, 
trenje kotrljanja zanemariti. 

A — 4. Dvije celicne kuglice masa M i m ob- 
jesene su na nerastezljivim vertikalnim nitima 
tako , da se dodiruju i njihovi centri masa su na 
istoj visini. Kuglicu mase M dignemo na visinu 
h , tako da niti ostaju u istoj vertikalnoj ravnini 
i pustimo je. 




a) Pokazi, da se druga kuglica pri sudaru digne 
najvise do visine 4 h za bilo koji omjer masa 
kuglica mIM, 

b) Pokraj kuglice mase m objesimo kuglicu mase 
fi tako, da se kuglice dodiruju a centri masa na- 
laze se na istom pravcu i istoj visini. Kuglicu 
mase M dignemo i pustimo. Pokazi da je kine - 
ticka energija kuglice mase /a najveca , ako je 
masa m — yjM. 

A — 5. Horizontalni suplji valjak razdije- 
Ijen je pomicnim klipom nc dva jednaka dijela. 
Valjak i klip su dobri termicki izclatori. Sa 
svake strane klipa nalazi se po 10 litara ideal- 
nog plina pod tlakom od 101,39 kPa i temperature 
0°C. Polaganim dovodenjem topline plinu na 
lijevoj strani valjka klip komprimira plin na 
desnoj strani do 342,2 kPa. Nadi : 



izc 

V V 

o o 

a) Koliki je rad izvrsen na plinu na desnoj strani 
valjka ? 

b ) Kolika je konacna temperatura plina na des- 
noj strani valjka ? 

c) Kolika je konacna temperatura na lijevoj 
strani valjka ? 

d) Kolika je toplina dovedena plinu na lijevoj 
strani valjka ? 




Poznata je molar na toplina plina kod stalnog 
volumena, c v = 16,744 J mol -1 K -1 i adija- 
batska konstanta x = 1,5. 

B — 1. Horizontalna ploca , na kojoj lezi 
disk, osciluje po harmonijskom zanonu sa frek- 
vencijom f = 10 Hz u pravcu koji gradi ugao 
a = 45° sa vertikalom (kao na slid). Koefi - 







cijent trenja diska o plocu je p = 0,5. Pri kojoj 
minimalnoj amplitudi ce disk poceti da klizi 
po plod . ? 

B— 2. U dva suda za elektrolizu nalaze se 
rastvori CuSO* i AgN0 3 . Sudovi su povezani 
serijski i njihovi otpori su Ri = 13 O i R 0 — 
= 1 CL. 




a) Kako treba povezati N — 24 baterija elektro- 
motornih sila e = 2V i unutrasnjih otpora r = 
= 0,5 n, da bi se za vreme t = 10 min izdvo- 
jilo m x = 148,23 mg bakra ? 

b) Kolika masa srebra ce se izdvojiti na katodi 
pri istim uslovima ? 

Elektrohemijski ekvivalent bakra je k± — 0,3294 
mg/C. Atomske mase bakra i srebra su Mi = 
63,55 kg/kmol i M 2 = 107,47 kg/kmol. 

B — 3. Iz protonskog akceleratora izlazi uski 
snop protona energije E = 2keV, koji se usme- 
rava na metalnu sferu poluprecnika R, ali tako, 
da se pravac ovog snopa nalazi na rastojanju 
d = r] 2 od centra sfere. Akcelerator se nalazi 




na velikom rastojanju od sfere. Koliki je maksi- 
malan potencijal sfere posle dovoljno dugog rada 
akceleratora. Sfera pre pocetka rada akcele- 
ratora je elektroneutralna. Naelektrisanje elek- 
trona je 1,6 • 10 -19 C. 
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B — 4. Kakav uslov treba da zadovoljavaju 
ctpori r l3 r 2 , r 3 , Rl, R2, R3, da hi deo kola 
sa slike (a) bio ekvivalentan delu sa slike (b). 



Pri ovom uslovu zamena jednog dela dmgim u 
proizvoljnim spolnjim uslovima ne dovodi do 
izmene struje i napona u delu kola van kruga. 

B — 5. Uredaj na slid sastavljen je od dva jed 
naka dijela. Svaki dio sastoji se od dugacke za 
vojnice omskog otpora 2 Cl i supravodljiv e 
zice, koja je postavljena po osi zavojnice drugog 
dijela. Omski otpor ove supravodljive zice je 
nula u supravodljivom stanju , a 10 Q u 




normalnom stanju. Ako je gustoca magnetskog 
toka ( fluksa ) u zavojnici veca od 10 mT, sup - 
ravodic prelazi u normalno stanje i ponasa se 
kao obican vodic. Broj zavoja po jedinici duljine 
zavojnice je 10000 zavoja/ m. U kom intervalu 
mora biti vrijednost napona V 0 , tako da jedna 
zica bud _ u supravodljivom, a druga u normal- 
nom stanju ? 

C — 1. Direktna Sunceva svetlost pada nor- 
malno na ekran i daje osvetljenost E 0 . Kad se 
na rastojanju l = 0,5 m pred ekranom postavi 
tanko rasipno socivo jacine J — —4 D, onda se 
na ekranu dobiju jos dva polja sa osvetljenostima 
Ei i E 0 . Koliki je relativni odnos tih osvetljenja 
u odnosu na E 0 7 

C— 2. Staklena cev unutrasnjeg radijusa r 
i spoljasnjeg radijusa R (r < R) napunjena je 
luminiscentnom tecnoscu , koja pod dejstvom 
rentgenskog zracenja emituje zelenu svetlost. 
Indeks prelamanja stakla za zeleno svetlo je n l3 
a tecnosti n 2 . Kakav treba da bude odnos r/R 
da bi pri posmatranju cevi sa boka izgledalo kao 
da je debljina cevi jednaka nuli ? 

C— 3. Monokromatska svetlost , talasne du- 
zine 2 0 , pada na tanak sloj ulja debljine 5 2 0 . 
Povrsina ulja postane tamna pri upadnom uglu 
od oko 35°. Da li se ovaj ugao moze tacno da 
odredil Kolika je njegova tacna vrednost ? 
Brzina svetlosti u ulju iznosi c — 200 000 
km/s. 

C— 4. U Bor ovom modelu mionskog atoma , 
na udaljenosti r oko jezgre umjesto elektrona 
kruzi mion mase 2 A • 10“ 28 kg i ima jednak 
ndboj kao i elektron. Moment kolicine kretanja 



miona je h/2 n. Procijeniti kolike vrijednosti 
redni broj Z moze imati da bi postajao stabilni 
mionski atom 3 ako je radijus jezgre dat sa R = 
= RoZ'i 3 

pri cemuje: R 0 = 1,7 • 10~ 15 m 

h = 6,62 • 10“ 3 4 Js ( Plankova 
konstanta) 

£ 0 = 8,854 10- 12 As/Vm. 

C — 5. Po Einsteinovoj opcoj teoriji relativ- 
nosti , moramo Newtonoj gravitacijskoj sili iz- 
ynedu Sunca mase M i planeta mase m, koji se 
giba po kruznici radijusa r brzinom v 3 dodati 
popravku : 

6 G Mm v 2 l(r 2 c 2 ) 

a) Pokazi , da se uzimanjem u obzir ove popravke 
izracunati period gibanja planeta promijeni za 
faktor : 

1 - 3 GM\ (, c 2 r) 

b) Ocijeni , za koliko ce se razlikovati klasicno 
izracunati put Merkura za 100 godina zbog 
ove popravke. 

Masa Sunca je 2,0 • 10 30 kg, radijus Merkurove 
orbit e 3 za koju pretpostavljamo da je kruznica , 
je 5,8 • lO 10 m. 

G = 6,672 • lO" 11 m 3 /kgs 2 . 

Ana Smontara 
clan Savezne komisije za mlade fizicare 

[Napomena: Rjesenja nekih zadataka predvi- 
vidivo u narednim brojevima] 



4. ljetna skola mladih fizicara 

Ovogodisnja, cetvrta po redu, Ljetna skola 
mladih fizicara odrzala se na Fakultetu elek- 
trotehnike, strojarstva i brodogradnje (FESB) 
u Splitu u vremenu od 24. do 30. svibnja 1987. 
Time se nastavio slijed zapocet u Preku 1984. 
i nastavljen u Splitu 1985. i 1986. godine. Ove 
skole pokrenulo je i organiziralo Drustvo ma- 
tematicara i fizicara SR Hrvatske, u suradnji 
i uz pomoc nekoliko institucija i radnih orga- 
nizacija iz SR Hrvatske. Namjera organiza- 
tora bila je da prvenstveno ucenicima srednjih 
skola s izrazenim sklonostima za prirodne zna- 
nosti omoguci sto izravniji uvid.u suvremeni 
razvoj i dostignuca fizike, i da time pospjesi 
usmjeravanje mladih ljudi prema modernoj 
znanosti i tehnologiji. 

Na ovogodisnjoj Skoli ciji je naslov bio 
»Razvoj i dostignuca kvantne fizike« predavali 
su suradnici Instituta »Ruder Boskovic« iz 
Zagreba, Prirodoslovno-matematickog fakul- 
teta iz Zagreba i Elektrotehnickog instituta 
»Rade Koncar« iz Zagreba. Teme predavanja 
ukljucivale su povijesne i suvremene aspekte 
kvantne teorije, posebno u fizici elementarnih 
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cestica, fenomenu supravodljivosti, novim ma- 
terijalima i primjeni poluvodica u elektroteh- 
nici. Kao i prethodnih godina, polaznici su uz 
pohadanje predavanja izvodili laboratory ske 
vjezbe, u cijoj suorganizaciji i provodenju su- 
djelovali suradnici FESB-a i Filozofskog fa- 
kulteta u Splitu. 

U programu Skole sudjelovalo je pet pre- 
davaca koji su u sveukupno oko 20 sati obra- 
dili slijedece teme: 



Nikola Cindvo, 
Dubravko Tadic , 

Slaven Bari sic, 

Bor an Leonti c 3 
Zvonimir Bencic , 



Institut »R. Boskovic«, Za- 
greb, 

Razlozi za kvantnu teoriju 
Prirodoslovno-matematicki fa 
kultet, Zagreb, 

Struktura elementarnih ces- 
tica 

Prirodoslovno-matematicki 
fakultet, Zagreb, 
Visokotemperaturna supra- 
vodljivost 

Prirodoslovno-matematicki 
fakultet, Zagreb, 

Suvremeni materijali 
Elektrotehnicki institut »R. 
Koncar«, Zagreb, 

Energetski poluvodicki ven- 
tili 



Uz navedena predavanja polaznici su, ovis- 
no o tome kojoj su nastavnoj grupi pripadali, 
izvodili slijedece vjezbe iz fizike (pod vods- 
tvom Jadranke Vuletin , FESB u Splitu i Paska 
Zupanovica, Filozofski fakultet u Zadru, 
OOUR prirodoslovno-matematickih znanosti 
i studija odgojnih podrucja u Splitu): 



— Mjerenje jakosti gravitacijskog polja na 
povrsini Zemlje 

— Napetost povrsine 

— Stojni val na zici 

— Mjerenje brzine zvuka interference e pomocu 
Quinckeove cijevi 

— Mjerenje horizontalne komponente Zemlji- 
nog magnetskog polja 

— Mjerenje magnetskog dipolnog momenta 
magnetske igle 

— Odredivanje elektrokemijskog ekvivalenta 
bakra bakrenim kulonometrom 

— Odredivanje omjera efm 

— Fotoelektricni efekt 

— Spektrometar 

— Ovisnost otpora poluvodica o temperaturi. 



Predavanja Zvonimir a Bencica takoder su 
bila popracena prakticnim vjezbama koje je 
vodio Ljubo Kulisic , FESB u Splitu. 

Predavaci pet navedenih tema, na molbu 
Organizacijskog odbora priredili su u pisanom 
obliku kratke sadrzaje svojih predavanja. Or- 
ganizacijski odbor te je tekstove objavio kao 
zbornik Skole, koji je umnozen zahvaljujuci 
Sluzbi ekonomske propagande SOUR-a »Ra- 
de Koncar« i bio je dostupan svima zainteresira- 
nim za sadrzaj i rad skole. 




Mr. Ljubo Kulusic sa polaznicima Skole, prilikom izvo- 
denja vjezbe vezane uz temu »Energetski poluvodicki 
ventili« 



Organizacijski odbor Skole je ove godine 
radio u sastavu : 

Z. Bencic , SOUR »R. Koncar«, Elektroteh- 
nicki institut, Zagreb 

A. Bjelis Institut za fiziku Sveucilista u Zag- 
rebu, (predsjednik) 

M. Buljubasic , Prosvjetno-pedagoska sluzba. 
Split 

7. Ilakovac , SOUR RIZ, Zagreb 
K. Ilakovac , Prirodoslovno-matematicki fa- 
kultet, Zagreb 

A. Kuntaric , Prosvjetno-pedagoska sluzba, 
Zagreb 

A. Martinovic , Pokret »Nauku mladima« 
Narodne tehnike SRH 
A. Smontara , MIOC »V. Popovic«, Zagreb 
(tajnik) 

E. Sustar , MIOC »V. Popovic«, Zagreb 
J. Vuletin , Fakultet elektrotehnike, stro- 
jarstva i brodogradnje. Split 
N. Zovko , Institut »R. Boskovic«, Zagreb 
P. Zupanovic , Filozofski fakultet u Zadru* 
OOUR prirodoslovno-matema- 
tickih znanosti i studija odgojnih 
podrucja. Split. 

Organizaciju i odrzavanje ovogodisnje Sko- 
le omogucile su novcanom i drugim vidovima 
pomoci brojne institucije i radne organiza- 
cije: 

— Elektrotehnicki institut SOUR-a »Rade 
Koncar« 

— Sluzba ekonomske propagande SOUR-a 
»Rade Koncar« 

— SIZ za znanost SR Hrvatske 

— SIZ usmjerenog obrazovanja u djelatnosti 
kulture i fizicke kulture SR Hrvatske 

— SIZ usmjerenog obrazovanja u djelatnosti 
kemije, nafte i rudarstva SR Hrvatske 

— SIZ usmjerenog obrazovanja u djelat- 
nosti brodogradnje, metalurgije, elektro- 
tehnike i elektroindustrije SR Hrvatske 

— SOUR RIZ, OUR Tvornica poluvodica,. 
Zagreb 

— Institut »R. Boskovic«, Zagreb 

— Institut za fiziku Sveucilista, Zagreb 
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— Prirodoslovno-matematicki fakultet, Za- 
greb 

— Elektrotehnicki fakultet, Zagreb 

— Fakultet elektrotehnike, strojarstva i bro- 
dogradnje, Split 

— Filozofski fakultet u Zadru, OOUR pri- 
rodoslovno-matematickih znanosti i stu- 
dija odgojnih podrucja u Splitu 

— Brodogradiliste »Split«, Split 

— Savez SIZ-ova usmjerenog obrazovanja SR 
Hrvatske 

— Zavod za prosvjetno-pedagosku sluzbu. 
Split 

— Pokret »Nauku mladima« Narodne teh- 
nike SR Hrvatske 

— »Matematicko-fizicki list«, Zagreb 

— MIOC »Vladimir Popovic«, Zagreb 

— Vojna ustanova »Dalmacija«, Split. 

Glavninu Skole cinilo je 62 ucenika koji su 
se tokom protekle skolske godine istakli u sus- 
retima mladih istrazivaca, natjecanjima iz fi- 
zike i drugim aktivnostima. Oni su Skoli pri- 
sustvovali na osnovu poziva Organizacijskog 
odbora koji je pokrivao troskove njihovog bo- 
ravka u Splitu. 

Skola je takoder bila otvorena i cetvorici uce- 
nika koje su njihovi centri predlozili Organi- 
zacijskom odboru. 

U Skoli su prisustvovali na temelju poziva 
Organizacijskog odbora, slijedeci ucenici: 

Ozren Jaksic (Zagreb), Miroslav Silovic (Split), 
Mir an Bozicevic (Zagreb), Mir an Miksic (Va- 
razdin), Kresimir Karamazen , (Zagreb), Zdrav- 
ko Nezic (Koprivnica), Alen Selimbegovic , 
(Zagreb), Miroslav Topolko (Zagreb), Marijan 
Kastrun (Zagreb), Domagoj Preloscan (Sisak), 
Mladen Galin (Zagreb), Davor Anicic (Zagreb), 
Radovan Zenter (Zagreb), Marijan Zdunic 
(Zagreb), Mario Resnt (Zagreb), Darko Sin - 
delid (Zagreb), Davor Matic (Zagreb), Dub- 
ravka Donjerkovic (Split), Igor Matosic (Split), 
Nenad Mihailovic (Zagreb), Sinisa Vukojevic 
(Split), Svjetlana Vrsalovic (Zagreb), Alen 
Skugor (Sibenik), Damir Poljak (Kardeljevo , 
Dalibor Tuzinski (Slavonska Pozega), Elv s 
Pacelat (Pula), Darko Landek (Kutina), Robert 
Vujic (Split), Petar Maroevic (Split), Natko 
Milin (Zagreb), Danko Zlokapa (Pula), Sebastian 
Skracic (Zadar), Ivan Cvitanovic (Kutina), 
Darko Vilovic (Split), Radovan Grmusa 
(Rijeka), Branka Tokic (Zadar), Vanja Dunjko 
(Zagreb), Damir Staresinic (Zagreb), Davor 
Jadrijevic (Zagreb), Sergej Trisic (Zagreb), 
Aleksandr a Cvrlje (Zagreb), Darko Pastor cic 
(Zadar), Drazen Zanchi (Split), Emil Kopjar 
(Varazdin), Ivan Hip (Varazdin), Mirjana 
Jurcevic ^(Zagreb)] Visnja Katalinic, (Rijeka), 
Nikola Surdonja (Zagreb),^ Josip Juric (Sla- 
vonski Brod), Kresimir Sparavec (Zagreb), 
Damir Stilinovic (Zagreb), Zorislav Casar 
(Beli Manastir), Robertino Benis , (Zagreb), Kre- 
simir Stambuk (Zagreb), Konstantina Trbovic 



(Zagreb), Jason Polic (Zagreb), Mislav Delic 
(Zagreb), Blazenka Causic (Beli Manastir), 
Sinisa Murk (Beli Manastir), Oleg Simic 
(Beli Manastir); Milos Guzijan (Zrenjanin), 
Jadranka Glamocic (Futog) — dva gosta MFL-a 
te ucenici Begic Goran (Sisak), Gorup Marcel 
(Sisak), Kriskovic Mladen (Zagreb) i Tot Gergeli 
(Grubisno Polje), koje su predlozili njihovi 
nastavnici odnosno njihovi centri, te pokrivali 
njihove troskove boravka u Splitu. 




Sa desna prema lijevo: Ivan Hip (sudionik svih dosa- 
dasnjih skola), Robertino Benis (sudionik posljednjih 
triju skola), Kresimir Sparavec prilikom izvodenja vje2- 

be iz fizike 

Voditelji ucenika na ovogodisnjoj Skoli bili 
su: Pero Mikic , prof. (Sisak), Mladen Pantar , 
prof. (Rijeka), i Ivo Kvesic (Zagreb). Oni su 
aktivno sudjelovali u radu Skole zajedno sa 
predavacima i neposrednim organizatorima: 
Bjelis Aleksom (Zagreb), Bulmubasic Mlade- 
nom (Split), Jadrijevic Ankom (Split) i Smon- 
tara Anom (Zagreb). 

Sto o protekloj Skoli, tj. o proteklom sedmo- 
dnevnom druzenju, u kojem se ni na trenutak 
nije moglo pobjeci od fizike, misle polaznici 
najbolje govore rezultati ankete koju su proveli 
organizatori na kraju Skole. Ne samo da je 
spektar tema Skole bio dobro odabran vec su 
teme iznesene uravnotezeno po ocjeni vecine 
polaznika. Medu najzanimljivijim bile su: 
visokotemperaturna supravodljivost (sto nije 
nerazumljivo izmedu ostalog i zbog svoje ak- 
tualnosti za tehnologiju buducnosti) te ele- 
mentarne cestice i razlozi za kvantnu teoriju. 
Predavanja na ostale teme pratili su takoder s 
podjednakom paznjom, isticu polaznici. 

Skola je jedan dobar dio polaznika vise zai- 
nteresirala za fiziku kako, sami navode. Oni, 
kao i ostali, izmedu ostalog predlazu da se nas- 
toji, da predavanja budu popracena demonstra- 
cijskim eksperimentima uz one teme uz koje 
je to moguce, da se laboratorijske vjezbe (koje 
su i po njihovim misljenju integralni dio pro- 
grama svake skole) nastoje prosiriti na one 
sa suvremenijem instrumentarijem i metodama, 
te da u radu skole sudjeluje vise ucenika iz 
drugih republika, tj. da skola postane savez- 
nog karaktera. 

A. Bjelis i A. S montar a 
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24. savezno natjecanje mladih 
fizicara (1988) 

Prana utvrdenom programu, Savezno na- 
tjecanje iz fizike u 1988. godini odrzat ce se 
krajem maja u Zagrebu, u organizaciji Drus- 
tva matematicara i fizicara SR Hrvatske. 

Ono ce se po prvi puta odvijati u dva ne- 
zavisna dijela, i to u: 

a) eksperimentalnom i 

b) numerickom dijelu. 

Eksperimentalni i numericki dio provodit ce 
se u tri uobicajene grupe: A grupa: Mehanika 
i toplina, B grupa: Titranje i valovi. Elektri- 
citet i magnetizam i C grupa: Optika, fizika 
atoma sa teorijom relativnosti, jer polaznici 
u centrima obrazovanja odgojno-obrazovnih 
struka u Jugoslaviji ostvaruju razlicite oba- 
veze nastavnog programa fizike. 

Novina u programu saveznog natjecanja je . 
eksperimentalni dio, koji ce se sastojati u rje- 
savanju jednog tzv. eksperimentalnog zadatka. 
Odlika je eksperimentalnih zadataka da se una- 
prijed ne znaju podaci vec se velicine za rje- 
savanje zadatka dobivaju eksperimentom. Uz 
velicinu koja se trazi u zadatku zadan je pri- 
bor kojim treba izvesti eksperiment. Natjeca- 
telji trebaju u zadatku sami prepoznati fizikal- 
nu pojavu i povezati je s trazenom velicinom, 
utvrditi koje velicine treba poznavati za rje- 
savanje zadatka, koji eksperiment treba izvesti 
i na koji nacin, te koja mjerenja treba izvesti 
da bi odredili nepoznatu velicinu. 

Eksperimentalni dio ce se odvijati nezavisno 
od uobicajenog numerickog dijela i posebno ce 
se valorizirati. Natjecatelji u pojedinoj grupi 
rjesavat ce isti eksperimentalni zadatak s te- 
mom vezanom uz sadrzaj grupe u kojoj se 
natjecu. 

U namjeri da pomognemo ucenicima i pro- 
fesorima fizike u toku priprema za natjecanje, 
navodimo po nekoliko eksperimentalnih za- 
dataka za pojedinu grupu: 

A grupa — Mehanika, toplina 

1. zadatak: Odredi atmosferski tlak. 

Pribor: dvije staklene cijevi duljine 0,25 m 
i 0,8 m, gumena cijev duljine 1,5 m, 
gumeni cep, 2 stalka, 2 spojke, 2 
hvataljke, casa s vodom, mjerna 
traka (duljine 2 m). 

Diskutiraj, sto utjece na tocnost mjerenja i 

rezultata! 

2. zadatak: Odredite gustocu metala koji se 

nalazi u jednom od dva komada 
plastelina. Mase plastelina su jed- 
nake. Ocijenite tocnost dobivenog 
rezultata. Metal se ne smije izvuci 
iz plastelina. 



Pribor: vaga s utezima, casa s vodom, stalak? 
nit 

3. zadatak: Odredite gustocu tvari od koje su 

nacinjeni prilozeni cavlici. 

Pribor: posuda s vodom 
epruveta 
ravnalo 
cavlici 

casa za vodu s kljunom (100 cm 7 ) 

pomicna mjerka 

ubrusi 

4. zadatak: Odredite konstantu elasticnosti 

zadane spiralne opruge. 

Pribor: spiralna opruga, kuglica mase w = 
= 55g ravnalo duljine 1 m 
odbojnik u obliku slova L 
stezac 

list bijelog papira 
list kopirnog papira 

B grupa — Titranje i valovi, elektricitet i mag- 
netizam 

1. zadatak: U crnim kutijama nalaze se elek- 

tricni elementi spojeni na izvode. 
Odredi koji su to elementi i koliki 
su po vrijednostima. 

Pribor: dvije erne kutije, transformator s 
izvodom od 12 V, univerzalni in- 
strument, voltmetar 0 V — 6 V 
za istosmjernu struju, baterija od 
4,5 V, zice za spajanje 
Napomena: Sant univerzalnog instrumenta 
(prekidac za mijenjanje mjeri 
nog podrueja) ne smije se mije- 
njati dok je zatvoren strujni 
krug. 

2. zadatak: U »crnoj kutiji« nalaze se elektricni 

elementi spojeni na prikljucnice A, 
B, C i D. Odredite koji su to ele- 
menti, po kojoj shemi su spojeni 
i kolike su im vrijednosti. 

Pribor: »crna kutija«, izvor istosmjerne stru- 
je, voltmetar, ampermetar, otpor- 
nik promjenljiva otpora, zice za 
spajanje 

3. zadatak: Nacrtajte elemente i shemu prema 

kojoj su oni vezani u sklopu koji se 
nalazi u kutiji, te odredite vrijed- 
nosti otpora otpornika. 

Pribor: baterija napona 4,5 V 

miliampermetar do 100 mA 
voltmetar do 6 V 

4. zadatak: 

a) Izmjerite kapacitet C x elektro- 
litskog kondenzatora. 

b) Obrazlozite koji je dio mjerenja 
potrebno izvrsiti relativno brzo 
(Xmjerenja ^ 1 min) i zbog cega. 
Obrazlozenje potkrijepite i kvan- 
titativnom racunskom proeje- 
nom! 
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Upozorenje: Pri spajanju pazite na pola- 
ritet elektrolitskih kondenza- 
tora! Negativno oznacena elek- 
troda elektrolitskog konden- 
zatora mora se spojiti na ne- 
gativni pol baterije, jer se 
u protivnom moze unistiti 
elektrolitski kondenzator. 

Pribor: kutija s elektrolitskim kondenza- 
torom poznatog kapaciteta C = 
= 4,74 mFj te otpornik od 22 D 
koji se serijski spaja s kondenza- 
torom 

izvor isosmjernog napona (plosnata 
baterija nominalnog napona 4,5 V) 
izmjenicni prekidac 
5 komada zica s banana-utikacima 
koji imaju kruzni otvor za dodatni 
spoj 

3 krokodil-stipaljke 

voltmetar unutarnjeg otpora R v s 

prikljucnim zicama 

kutija s elektrolitskim kondenza- 

torom nepoznatog kapaciteta 

C grupa — Optika, fizika atoma i teorija rela- 
tivnosti 

1. zadatak: Pomocu zadanog sistema koji se 

sastoji od plankonveksne staklene 
lece i planparalelne staklene ploce 
odrediti indeks loma nepoznate 
tekucine, ako je poznat indeks 
loma vode n = 1,332. 

Pribor : sistem od plankonveksne lece i plan- 
pa alelne ploce, krojacko mjer lo, 
zaruljica s postoljem, baterija od 
4,5 V, komad bijelog kartona, casa 
s vodom, bocica s tekucinom ne- 
poznata indeksa loma 

2. zadatak: Pomocu zadanih dviju leca slozite 

na ravnalu opticki sistem koji ce 
povecavati neki udaljen predmet 
promatran kroz prozor. Odredite 
povecanje sistema teorijski i ekspe- 
rimentalno ga provjerite. Eksperi- 
mentalnu provjeru povecanja mo- 
zemo izvrsiti istovremenim proma- 
tranjem predmeta (jednim okom) 
i slike (drugim okom). 

Pribor: Konvergentna leca, divergentna le- 
ca, mjerna vrpca, zastor, zaruljica, 
izvor struje, ravnalo, plastelin. 

3. zadatak: Dana je »opticka crna kutija« koja 

se sastoji od dvije debele planpa- 
ralelne, medusobno paralelne i raz- 
maknute staklene ploce. Ne ras- 
tavljajuci kutiju, odredite ukupnu 
debljiliu obje ploce, ako je staklo 
indeksa loma n = 1,50. 

Pribor: zadana crna kutija 

podloga od stiropora ili pluta 
papir 



pribadace 

ravnalo 

kutomjer 

4. zadatak: Odredi indeks loma nepoznate 
tekucine. Diskutiraj pogreske mje- 
renja i moguce sistematske pog- 
reske! 

Zadan je volumen tekucine V , 
a indeks loma stakla je n = 1,5. 

Pribor: nepoznata tekucina natocena »do 
nivoa kugle« i zatvorena u okrugloj 
tikvici 

list A — 3 milimetarskog papira 

list kartona A — 4 

baterija i zaruljica na stalku 

skarice za rezanje 

mali kolut samoljepljive trake 

Ana Smontara 

Nekoliko zanimljivih matematickih 
zadataka 

145 . Mogu li se naci dva broja koji imaju svoj - 
stvo da su njihov zbir , njihov proizvsd i njihov 
kolicnik medusobno jednaki ? 

146 . Da li je figura , ogranicena lucima AB 9 
BC i CA , veca ili manja od cetvrtine svakog od 
nacrtanih krugova ? 




147 . Neka je abcdef nekakav sestocifren broj 
koji je djeljiv sa jednim ili sa nekoliko od brojeva 
7, 11, 13, i 37. Ako se prva cifra ovog broja pre - 
nese na mesto iza njegove poslednje cifre , dobija 
se broj koji je deljiv sa onim istim od 4 navedera 
broja , kojima je deljiv i sam dati broj. Dokazati • 

148 . Figuru , predstavljenu na slid treba ra • 
seci na dva podudarna dela. 
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Resenja iz proslog broja (4/151) 



S obzirom na to, dobijamo jednakosti: 



141 . Konstruisu se duzi IK i MN , paralelne 
sa pravom c, i odrede njihova sredista P i Q. 




Prava PQ preseca duz c u tacki S, koja je jed- 
nako udaljena od tacaka A i B. 

142 . Ujedinjujuci parove brojeva a i (10” — 
— 1 — a) datog niza, konstatujemo da je zbir 
cifara svakog takvog para 9 n. Broj parova je 
10"/2. Znaci, trazena suma je 9 n • 1072. 

143 . Odredimo u kvadratu ABCD tacke P 
i Q tako da je ADP = <£ DAP = <£ BCQ = 
= «3c CBQ = 30°. U tom slucaju je: 

2 l/~3 

AP == BQ =[CQ = DP 
l/~3 

PQ = 2 - 2 If. 



D C 




Usled toga je 

s = AP + BQ+ CQA DP + PQ: 

4 .lp + 2 _ lp. 2(I + K D. 

« 5,4642. 

144 . Iz datih uslova proizilazi: a) da treci 
takmicar u tacke B i C nije mogao stici isto- 
vremeno sa jednim istim od dvojice drugih 
takmicara; b) da je svoju prvobitnu brzinu kre- 
tanja promenio u tacki C; c) da je odsecke AB = 
= c, BC - a i CA = b pretrcao brzinama od 
12, 12 km/h i 14 km/h. 



10 r 16 ' 14 12 10 16 12 n 

, « , * 

+ 12 + I4 5 

iz kojih proizilazi da je 

5 , 28 

C = -4 a ’ b= T5 a - 



Kako je, pri tom. 



5 28 , j 

sled:: 



b > c > a 3 a na osnovu toga sto je uz to jos 
i b 2 > c 2 + a 2 , zakljucuje se da je trougao 
ABC tupougli trougao, sa tupim uglom kod 
temena B. 

P. D. 



[Ispravak. U rjesenju 138. zadatka (br. 4/151, str. 
143) zabunom je izostavljen broj 76. Ur.] 



Da li znate? 

1 . Kako glasi tzv. »Puasonov zadatak« ? 

2 . Koji se prosti brojevi nazivaju » Fermaovi 
prosti brojevh ? 

3 . U cema se sastoji »Potenotov problem «? 

Odgovori 

1. Postoji anegdota da se znacajni francuski 
matematicar Puason (S. Poisson , 1781 — 1840) 
zainteresovao za matematiku i poceo baviti 
njom tek kad je kao decak naisao na sledeci 
zadatak: »Vino iz punog suda od 12 pinti (pint 
— mera za tecnost) treba podeliti na dva jed- 
naka dela samo uz upotrebu dva prazna suda, i 
to jednog od 8 pinti i drugog od 5 pinti«. 
Zbog toga je ovaj zadatak kasnije prozvan »Pu- 
asonov zadatak«. [Citaocima: Posaljite rese- 
nja. Jedno najkrace resenje bice nagradeno.] 

2. Znameniti francuski matematicar Ferma 
(P. Fermat , 1601 — 1666) tvrdio je da svaki broj 
oblika 2 2 " + 1, nE N prost broj. Medutim, do 
sada je dokazano da je to tacno samo za n = 
= 0, 1, 2, 3, 4, dok je vec Ojler utvrdio da 
za n = 5 ovaj broj nije prost! F s = 2 25 '+l=- 
= 4294967297 deljiv je sa 641. Da li medu 
brojevima ovog oblika za n > 5 postoji jos 
koji prost broj, do danas nije utvrdeno. 

3 . »Potenotov problem« se sastoji u zahtevu 
da se nade tacka u ravni iz koje se jedna data 
duz (AC) vidi pod uglom a, a druga data duz 
(CB) vidi pod uglom /?. Do toga dolazi, na 
primer, kada treba odrediti polozaj broda P 
na moru sa kojeg se vide tri tacke A, B i C, 
zabelezene na geografskoj karti, i to tako da je 
^ APC = a i <£ BPC = p. 
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Ovaj se problem resava graficki vrlo lako, 
ali se zbog menogucnosti sasvim tacnog me- 
renja na karti tako dobijaju uvek samo pribliz- 
ni rezultati. Za njegovo tacno resavanje potreb- 
no je i poznavanje trigonometrije; a od svih 
nadenih resenja najpoznatije je ono koje je dao 
matematicar Potenot ( L . Pothenot , umro 1732), 
pa je po njemu ovaj problem i dobio svoje 
ime. Medutim, ustanovljeno je da se problem 
prvi put pojavio 1621, u jednom radu Sneli- 
jusa (V. Snellius). 

P. D. — M. K. 



Takmicenje iz matematike srednjo- 
skolaca SR Srbije, 1987. 

29. republicko takmicenje iz matematike uce- 
nika srednjih skola SR Srbije odrzano je u A.ran- 
delovcu 28. 03. 1987. Organizator je, izuzetno 
uspesno, bio VOC »Milos Savkovic« uz pomoc 
radnih organizacija Arandelovca. Na takmicenju 
je ucestvovalo 252 ucenika, a najuspjesniji su 
bili Vanja Dunjic (I razred), Zvonimir Bandic 
(II razred), Aleksandra Smiljanic (III razred) 
i Olivera Milenkovic (IV razred) — svi ucenici 
Matematicke gimnazije »Veljko Vlahovic« iz 
Beograda. Najbolji takmicari su nagradeni, a 
na osnovu rezultata odredena je i ekipa za Sa- 
vezno takmicenje. 

Zadaci 

/ 

I — 1. Nadi sva celobrojna resenja jednacine 

xy = x + y + 1 

1 — 2 . Dokazati da za sve prirodne brojeve n 
vazi nejednakost 

n n > 2"" 1 • n\ 

1 — 3. Na zidovima casovnicarske radnje na- 
lazi se 1987 uvek tacnih satova. Dokazati da 
za svaku tacku M u unutrasnjosti radnje postoji 
trenutak kada je zbir rastojanja te tacke do 
centaara svih satova manji od zbir a rastojanja 
tacke ' M do vrhova svih minutnih kazaljki. 



1 — 4. Koliko ima permutacija brojeva 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, 9 takvih da jedinica nije na prvom 
mestu , dvojka nije na jednom od prva dva mesta 
i trojka nije na jednom od prva tri mesta ? 

I — 5. Petougao ABODE ima jednake stranice> 
a za njegove uglov e vazi 

^A>^B>^C>^D>^E. 

Dokazati da je petougao pravilan. 

II — 1. Neka je a — prirodan broj takav da 

a 1987 daje ostatak 4 pri deljenju sa 5. Naci ostatak 
koji pri deljenju sa 5 daje broj a. 

II — 2. Dokazati da za svaki pozitivan broj x 
vazi 

l! [T * il = [l 71]. 

([£] je najveci ceo broj < t) 

II— 3. Neka je f(x) = ax 2 + bx + c (#, b, 
c, x — realni brojevi). Ako za \x\ < 1 vazi 
|/(x)| < 1 5 dokazati da za \x\ < 2 vazi 
l/(*)l < 7. 

II— 4. Osmougao A t A 2 A 3 ... A 8 je upisan 
u krug i vazi ^A i A 2 | [ A 5 Z[ 6 , A 2 A 3 | A 6 A 7 , 
A 3 A 4 | A 7 A 8 . 

Dokazati da je A 8 A t ^ A 4 A 5 . 

II — 5. Dat je tetraedar ABCD cije su strane 
podudarni trouglovi sa stranicama a , b , c. 
Izracunati zapreminu oktaedra cija su temena 
sredista ivica datog tetraedra. 

III— A— 1. Neka je n prirodan broj i a, /5 
i y uglovi trougla. Dokazati da je 

n + 2 

a 6 v " o . 

ctg" — + ctg" + ctg” y > 3 

III — A — 2. Dat je tetivan cetvorougao ABCD. 
Neka su K, L, M i A/, redom , podnozja normala 
iz preseka S dijagonala AC i BD na prave AB , 

BC , CD i DA. Dokazati da se u cetvorougao 
KLMN moze upisati krug. 

Ill — A — 3. U prostoru su date prava p i tacke 
A i B } tako da su prave AB i p mimoilazne. Ako 
su tacke A i B podjednako udaljene od prave p 3 
dokazati da zajednicka normala pravih AB i p 
polovi duz AB. 

Ill — A — 4. Koliko ima n-tocifrenih prirod- 
nih brojeva ciji je zbir cifara jednak 1 1 ? 

Ill — A — 5. Data je petorka ( 1 , 2, 3, 4, 5)« 
Novu petorku formiramo tako sto proizvoljne 
cetiri koordinate stare petorke , oznacimo ih sa 

X, y 3 z i t, zamenimo brojevima 
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y ( x + y + z — t)> y (x +y — z + r), 

y (x — y 4 - z + r), y (~x +y + z + t). 

Da li se visestrukim ponavljanjem ovog postup- 
ka moze dobiti petorka : 

a) (-1,3, 5, 7, 9); b) (0,2,3, 4, 6)? 

Ill — B — 1. isti kao III— A— 1. 

Ill — B — 2. isti kao III — A — 2. 

Ill — B — 3. Dokazati da sistem jednacina 

1*1 + \y 1 = 1 

ax + by + c = 0 

nema rjesenja ako i samo ako su svi brojevi c + a, 
c — a, c + b, c — b istog znaka. 

Ill — B— 4. isti kao III— A— 4. 

III — B— 5. isti kao III — A — 5. 

I V — 1 . Neka su nule x i , x 2 ,x 3 polinoma P (x) = 
= x 3 + ax 2 + bx + c pozitivne. Dokazati da 
je b 2 = 3 ac ako i samo ako je x y — x 2 + ^ 3 . 

IV— 2. isti kao III— A— 2. 

IV — 3. Naci maksimalnu povrsinu ortogonalne 
projekcije pravilnog tetraedra ivice a na ravan n. 

IV— 4. isti kao III— A— A. 

IV -5. isti kao III— A— 5. 



|3a -b | = |/(1) + 2/ (— 1) - 3/ (0)| < 
<1+2 + 3 = 6. 

Drugo resenje : Dovoljno je dokazati da za \x\ < 
< 1 vazi | /(* + 1)| < 7. 

\a±b\ = |/(±l)-/(0)< l/(±l)I + 

+ 1 /( 0 ) < 2 

l«l = y l/CD +/(-D •- 2/(0) < i-(i + 
+ 1 + 2) = 2 

I /(* ±1)1= \ax 2 + bx + c ± 2 ax + a ± 
±b I < I /(*)| + 2 \a\ \x\ +'\a + b\<l + 
+ 2 • 2 • 1 + 2 = 7. 

Trece resenje . Funkcija f (x) najvecu vrednost 
dostize na jednom od krajeva intervala ili u 
u temenu parabole y = f (x). 

\f (±2) | = |4 a +26 + c|< |<3 + ^ + c| + 

+ 1 3a ± b\ < 1 + 6 = 7. 



Pretpostavimo da je teme parabole y = f (x) 

u intervalu [—2,2]. Tada je | — 

1 2a 



< 2 , 



odnosno 



4 a 



< U pa je 




Neka resenja 



+ I c I < 



b_ 

4c 



\b\ + \c\. 



1 — 4 . Trojku mozemo staviti na jedno od 
poslednjih 6 mesta, dvojku na jedno od posled- 
njih 7 mesta na kome nije trojka (6 mogucnosti), 
jedinicu na jedno od posljednjih 8 mesta na 
kome nisu ni dvojka ni trojka (6 mogucnosti). 
Preostale brojeve rasporedimo na slobodna 
mesta. Tako je broj trazenih permutacija 

6 • 6 • 6 • 6 ! = 155520. 



*1 = yI/0 ) + /( - 1) I <1 

i M = |/( 0 )|< 1 , 



pa imamo 




• | 6 | + \c\ < 1 • 1 + 



II— 3. Prvo resenje. Dovoljno je dokazati da 
za \x\ < 1 vazi |/( 2 *)| < 2 . 

\f(2x)\ = |4 ax 2 + 2 bx + c\ < | ax 2 + bx + 

+ c\ + |3 ax 2 + bx\ = \f(x)\ + \x\ |3 ax + 

+ b\ < 1 + 1 3 ax + b\. 

Funkcija |3 ax + b | najvecu vrednost dostize 
u jednom od krajeva intervala, pa je dovoljno 
pokazati |3a + b\ < 6 . 

|3a + 6 |= \2f ( 1 ) + /(— 1) — 3/ ( 0 )| < 

< 2 + 1 + 3 = 6 . 



+ 1=2. 

Ill — A — 1. Lako se dokazuje da za uglove 
trougla vazi jednakost 

a , B , y a 8 y 

ctgy + ct sy + ctg y = ct gy ct gy ct gy 

, . a 6 y / n \ . 

Kako je y, y, y G I y I 1 ct S l e pozitivna 

funkcija na intervalu ^ 0 , yj, to na osnovu ne- 

jednakosti aritmeticke i geometrijske sredine 
dobijamo 
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a 6 y a , B , 

ctg — ctg — ctg — = ctg — + ctg — + 



i 

+ Ctgy > 3 j/ctgyCtg yCtgy 



pa sledi 
Dalje je 



a B V 
ctg Y • Ctg — ctg — > 3 3 ' 2 . 



CL B V 

ctg" — + ctg" y + ctg" y > 
1 a B y\"i 3 

> 3 (ctg Y ctg Y ctg T j 



pa lako dobijamo 

a B v 

ctg" y + ctg” y + ct g" y > 3 



n+2 

2 



Jednakost vazi ako i samo ako je ctg — 

5 y _ 

= Ctg Y = ctg tj. a = (3 = y = Y 0 er 

je ctg monotona funkcija na intervalu ( 0 , 2 ^r))» 

Drugo resenje. Iz (ctg"x) n = rc (rc — 1) ctg ” -2 x- 
1 , _ „ t COS X 

• - 7 —^ h In ctg" -1 x • . 3 — >0 za svako 



^g(o 3 -—) i svako neN, sledi da je ctg”x 



(» 4 )- 



Pri- 



konveksna funkcija na intervalu 
menom Jensenove nejednakosti dobijamo 

ctg” y + ctg" y + ct g" Y = 3 (y ctg" y + 

,1 *y\ , ,/l a 

+ Y ctg Y + T ctg t) > 3 ctg (y • y + 

+1 



w+2 

= 3 ctg" -2- = 3 2 . 
o 

IV— 1. Na osnovu Vietovih formula do- 
bijamo 

a = — (Xi + x 2 + * 3 )> b = x ix 2 + 

+ x 2 x 3 + x 3 x ly c = — x 1 x 2 x 3 
odakle sledi 

b 2 — lac = x\x\ + x\x\ + x 3 x 2 > xix 2 x 3 + 

+ x 2 x%x 1 + x 3 x\x 2 = ac. 

Dakle b 2 > 3ac 3 a jednakost vazi ako i samo 
ako je XiX 2 = x 2 x 3 = x 3 x ly tj. x^ = x 2 = x 3 . 



NOVE KNJIGE 



M. Paic: Osnove fizike II (Toplina — 
termodinamika — energija). Izd. Sveucilis- 
na naklada Liber, Zagreb, 1987, str. 356. [Moze 
se nabaviti u skriptarnici PMF-a, Marulicev 
trg 19, cijena 2937 dinara.] 

Nakon prvog dijela »Osnova fizike« u kojima 
akademik profesor Mladen Paid iznosi raz- 
matranja o gibanju, silama i valovima, ne- 
davno izislim drugim dijelom »Toplina, ter- 
modinamika, energija« autor cini slijedeci ko- 
rak u izuzetno vrijednoj predstavi temeljnih 
zakona fizike. Okosnicu i ovog dijela cine pre- 
davanja prof. Paica na Prirodoslovno-matema- 
tickom fakultetu u Zagrebu. Detaljnim raz- 
razmatranjem osnovnih pojmova nauke o to- 
plini, diskusijom agregatnih stanja materije, 
jednadzbe stanja plinova, zakona zracenja i 
terrodinamike uz prezentiranje niza modernih 
metoda i primjene iz fizike cvrstog stanja, autor 
jasno pokazuje put ka shvacanju prirodnih 
zakona: opazanjem, pokusom, razmisljanjem i 
zakljucivanjem. Dotaknuvsi mikroskopske as- 
pekte termodinamike, zracenja, pojma nega- 
tivne termodinamicke temperature, autor daje 
odgovor na mnoga pitanja iz klasicne fizike 
sa stajalista suvremene kvantne fizike, nag- 
lasavajuci tako jedinstvo fizikalnih pojava bilo 
da se desavaju u mikro- ili makro-svijetu. 

Logicki slijed izlozene grade uz jednosta- 
van rjecnik zasigurno motivira mladog citaoca 
na dublje prilazenje i bolje razumijevanje fi- 
zikalnih zakonitosti. Kao primjer istaknuo 
bih diskusiju osnovnih zakona termodinamike, 
svojstva reverzibilnih i ireverzibilnih procesa, 
uvodenja pojma cntropije, gdje autor na nepo- 
sredan i slikovit nacin izlaze sustine pojava 
potkrijepljujuci to nizom primjera i opisanih 
pokusa. 

Posebno obiljezje ove knjige je da pored dis- 
kusije termodinamickih osnova konvencional- 
nih pretvaraca energije (toplinske u mehanicku 
i obratno) daje sistematizaciju nekonvencio- 
nalnih pretvaraca energije (energije Suncevog 
zracenja, energije vjetra, plime i oseke itd. 
u mehanicku ili elektricnu) te je tako vrijedna 
ne samo u znanosti nego i u tehnologiji. 

Knjiga »Osnove fizike« akademika M. Paica 
obiluje nizom primjera iz svakodnevnog zivota 
te je zanimljiva i korisna ne samo studentima 
fizike nego i svima onima koji zele upoznati 
osnovne zakonitosti koje vladaju u urirodi. 



Srdan Ognjanovic 



dr. Zeljko Crljen 
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Rijesili zadatke iz br. 3/150 

(Broj u zagradi oznacuje razred-godiste srednje skole; redni broj rijesenog zadatka »skracen« 
je na desetice i jedinice.) 

Iz matematike: Ajdukovic Stipe (1) 3 Sinj, 51, 56, 58, 62, 64; Andrijic Silvija (1), Sarajevo, 

52, 56, 59, 62, 64; Aydalovic Vesna (3), Mostar, 51, 52, 55—62, 64; Babic Zivomir ;(3), Banjaluka, 
sve; Bailovic Dragoje (2), Foca, 52, 54 — 58, 61 — 64; Basic Dejan (3), Trebinje, sve; Borovina 
Nihad (2), Foca, sve osim 60; Brucic Goran { 1), Varazdin, 53, 54, 58; Bui j an Senko (3), Sinj, 51, 

53, 55, 56, 61, 62; Buljubasic Ajdin (1), Sarajevo, 51, 53, 59; Bunjaku Fatos (3), Titova Mitrovica 

52, 54, 56, 58, 61 ; Cevizovic Dalibor (2), Podr. Slatina, 51, 53, 56, 59, 64; Cuturic Lazar (2), Uglje- 

vik, 52—55, 58; Cerimagic Asim (1), Foca, 53, 54, 56, 58, 62; Cerimagic Fehim (1), 52—54, 56; 
Davidovid Nedeljko (1), Foca, 52, 54, 58; Dedovic Edina (3), Foca, 51, 52, 54—56, 58—64; Deja- 
novic Alen (2), Prijedor, 52, 54, 57, 59, 61, 62; Devcic Zeljko (3), Slav. Pozega, 53—57, 59, 62, 
64; Drimc Evelin (1), Banjaluka, 51, 52, 54, 55, 58, 59, 62, 64; Durkovic Zvjezdan (2), Ugljevik, 
52 55, 58; Filipovic Davorka (2), Beli Adanastir, 53, 55, 56, 61, 63; Gajic Bojana (2), Sarajevo, 
51—57, 59; Grujicii Ivan (2), Foca, 54, 55, 61, 62; Gubi LaszW (3), Subotica, 51, 53, 55—57, 
62; Gudelj Ivan (2), Sinj, 51, 54, 56, 59, 62, 64; Guvo Miroslav (3), Sinj, 53, 55, 56, 62, 63; Hasanic 
Samin (2), Foca, 55, 58, 61 — 64; Huskanovid Almir (3), Tesanj, 51, 53, 55, 56, 58, 61, 62; Ilisevii 
Dijana (1), Bell Manastir, sve osim 60; Ivanovic Stanislav (2), Foca, sve osim 57 ; Javor Igor (3), 
Prijedor, 51 55, 57, 59; Jerman Marjan (2), Trbovlje, 51 — 53, 56, 57, 59, 64; Jocic Aleksandar 

(3) , Foca, sve; Jovanovic Biljana (3), Knjazevac, 51, 52, 54—56, 61—64; Kabashi Gazmend (3), 

Srbica, 51, 56, 57 ,59, 61, 62; Kalajac Enes (2), 2ivinice, 53, 55, 59, 61, 62; Katavic Ve~ 
dran (1), Sinj, 51, 52, 58, 59; Katie Mirela (3), Zagreb, sve osim 63; Klinac Vahid (2), 
^"oca, 52, 54, 5 8, 61 64, Kliskwic Zlatko (1 ), Prijedor, 52— 54; Kovacevic Svetislav (2), 
Foca, 52 58, 61, 62, 64; Krolo Dina (1), Sinj, 53, 56, 58; Kukovicic Suzana (3), Titovo 

Velenje, 51 — 54, 56, 57, 59 — 64; Lad Vesna (3), Varazdin, sve osim 63; Levajac Natasa 

(4) , Banjaluka, 51, 52, 54 — 56, 58, 59, 61 — 63; Malovic Davor (3), Karlovac, 51, 53, 55, 56, 60, 

64; Marasovii Ivana (3), Sinj, 51, 53, 56, 61— 63; Markovic Milovan (4), Smed. Palanka, 54 — 59 
62; Maroevic Nada (1), Split, 51, 56, 64; Medan Ninoslav (2), Tuzla, 51—59, 61, 64; Medvid 
Boris (3), Sinj, 51 59, 61 63; Mehmedovic Tarik (3), Tuzla, 55, 56, 61 — 64; Micic Aleksandar 

(2) , Banjaluka, 51 — 59, 61 — 63; Mijatovic Anda (OS), Knezevo, 51 — 54; Milanovic Angela (3), 

Sinj, 53, 55, 56, 58, 61 63; Miletic Predrag (3), Foca, sve osim 59; Mitic Ljiljana (1), Pancevo, 

51 — 54, 59, 62; Mitreski Slobodan (2), Pancevo, 51—54, 56, 57, 61, 62; Modric Ante (3), Sinj, 

53, 55, 61—63; Muratovic Midhat (2), Tuzla, 58, 59, 62; Nikolin Bojana (2), Pancevo, 51—57, 
59, 61 ; Odobasic Mensud (2), Foca, 52, 54, 55, 58, 61 ; Omerdic Emir (2), Tuzla, 51—59, 61, 64; 
Ostovic Andelko (1), Foca, 51—59, 64; Paar Dalibor (3), Zagreb, 51, 53, 54, 56, 58—64; Pare- 
zanovic Radomir (2), Niksic, 51, 59, 63; Pesic Marina (4), Zrenjanin, 51—56, 58, 59, 62; Pokrajac 
Dragoljub (2), NiS, sve; Poljak Ljiljana (2), Sinj, 51—59, 61—63; Popov Jooica (1), Zrenjanin, 

51, 53, 54, 56, 59; Prcac Sanda (3), Prijedor, 52 — 55, 62; Radovic Zdravko (2), Foca, sve osim 
64; Ramadani Ylber (2), Pristina, 57—59, 61—64; Rizvanovic Etida (2), Prijedor, 52, 54, 58, 59, 

61, 62; Rupnik Sasa (3), Varazdin, 51, 53, 55, 56, 59, 61, 64; Selimbegovic Alen (1), Zagreb, 51, 

52, 54, 59, 63; Slacala Dejan (1), Prijedor, 51, 53, 54, 58, 64; Smajlovic Nedziba (1), Foca, 52—54; 
Sokolovii Jovan (2), Pirot, sve sem 64; Spremo Aleksandar (2), Sipovo, 51, 53, 56; Subasic Emir 

(3) , Zenica, 51—53, 55, 57,^59—64; Subasic Mirsad (1), Zenica, 51—54, 59; Sculac Marija (2), 

Slav. Pozega, 53 55, 64; Sekara Sasa (3), Pale, 51, 52, 54 — 56, 58, 59, 61 — 63; Sekara Sinisa 

Q)j Pal e 3 51, 52, 54 — 56, 58, 59, 61 — 63; Sermic Rastko (2), Beograd, 51, 52, 55, 56, 58 — 63; 
Skripina Aleksandar (1), Foca, 51, 56, 62, 64; Skrtic Mario (2), Karlovac, 51, 53—56, 59, 60, 

62, 63; Sterman Mitja (3), Nova Gorica, 52, 53, 56, 59, 62, 63; Tabakovic Dario (2), Banjaluka, 
51 — 56, 58 — 62j Tabucit Dzevad (2), Foca, sve osim 60; Tafro Arjana (1), Foca, 51 — 54; Tam- 
bacajosip (2), Sibenik, 51—56, 58—60, 62, 64; Tokic Branka (3), Zadar, 51, 53—56, 59, 62, 64- 
Tosic Stevan (2), Podr. Slatina, 52, 53, 55, 56; Tuiinski Dalibor (2), Slav. Pozega, sve; Vilibic 
Ivica (3), Split, sve; Vlajcevic Robert (2), Sinj, 51—56, 58, 62; Vucinic Borika (4), Trebinje, 52, 

53, 56, 58, 61, 62; Vuckovic Jelena { 2), Nis sve; Zivanovic Danijela (1), Kikinda, 51, 54, 59; 

AbpaMoeuh Cjiobodau (1), 7Kary6naa, 51—53, 59, 62; Amauacoe Jbymo (OIU),KaBaflapqn 3 51 54, 

58, 62; AmaHacoe Pucme, (3) Kaeanapun, 51—56, 58, 59, 61—63; Bacuh Jlena (1), >Kary6ima, 
51—53, 59, 62; PauoscKu 3opan (2), KaBaqapmi, 53, 54, 56; Jeemuh ffpamifa (3), [BejinKa ITnaHa, 

56, 58, 59, 62, 63; Kpcmuh JEuebana (2), /7 poKyn/b e , 56, 59, 62; Manuh JLpazan (2), rinpoT, 51 

— 56, 58 — 63; Mapuh flpaean (3), KpymeBaq, CBe ceM 64; Mapunoea Becna (3), EnTona, CBe; Ma- 
muh Cauia (1), KpymeBaq, 51, 52, 56, 62; Mumheeuh JacMma (2), KpymeBaq, 51—54, 56, 58,60; 
MupnecKu Torn (2), Citonje, 51—53, 64; Hajnep Anl)ejiKa (3), BemiKa miaita, 58, 59, 61—63; 
Hunecm Py6umo (1), Cnonje, 51—53; Oopadoeuh Mumn (3), Hobh Ca «, 51—58, 60—63; 77e- 
hokuH JacMuna (1), >Kary6ima, 51—53, 59, 62; Ilempoeuh Cunuiua (3), Bprnaq, 53, 55, 56, 61, 62; 
Plonoe Mapjan (4), KaBaqapqn, 52, 55—59, 61—62; Todopoeuh Mpatana (1), >Kary6qqa, 51—53, 

59, 62; TpajKoeuh Mupoc/iae (2), Ham, 51, 52, 54 — 59, 61, 62. 
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Rezultati nagradnog natjefaja br. 103 



Zadatak je glasio: 

Nad sve trocifrcnc brojeve abc {a A b ^ c ~A a) za *koje vrijedi 

a 1 — b 2 y c 2 ^ a — b — c. 

RjeSenje A: 

Uslov mo&mo napisati u obliku 

a (« - 1) - 6 (6 ~ 1) -f- c (c - 1) 



odakde lake zakljudijemo da je 1 < b, c < a. 

Brojevi 2, 6, 12, 20, 30, 42, 56, 72 su svi brojevi koji su proizvod dva susjedna prirodna broja, 
mania od 10. Lako provjeravamo da sc samo dva broja u ovom nizu mogu predstaviti kao zbir pret- 
hodna dm To su brojevi 

72 - 42 + 30 i 42 - 30 + 12 



ili 



9 • g*^*7 - 6 + 6- 5i7-6 = 6- 5 + 4 3. 



Dakle, svi tra2eni brojevi su: 

976, 967, 764, 746. 

Dejan BaSic (3), Trebinje 

RjeSenje B: 

Zadatak sam rijesio na programskom jeziku PASCAL na radinalu Commodore- 128. Program se 
sastoji od petlje u kojoj se provjerava za sve troznamenkaste brojeve (od 100 do 999) da li zadovo- 
Ijavaju tra2eni uvjet. Nadin ispitivanja je slijedeci: Cjeloorojnim varijablama a, b, i c pndru2uju 
se pnra, druga i tre&i znamenka troznamenkastog broja koriStenjem funkdje TRUNC koja odvaja 
cijeli dio realnog broja. Nakon toga provjeravamo pomo6u uvjetne IF-THEN naredbe da li zna- 
menke a, b i c zadovoljavaju uvjet a 2 — b 2 — c 2 = a — b — c. Ukol .ko je to istina provjerava se 
uvjet a 4= b =# c 4= a te se, ako je i taj uvjet ispunjen, ispisuje re 2 ultat. 

Program je dao 4 rjesenja. To su brojevi 746, 764, 967 i 976. * 

Lista programa: 



PROGRAM MFL (output); 

VAR a, bj c, i: integer; 

BEGIN 

FOR i: - 100 TO 999 DO 
BEGIN 

a: trunc (i/100); 
b: trunc (i/10) — a * 10; 
c: — i — b * 10 — a * 100; 

IF sqr (a) — sqr (b) — sqr (c) = a — b — c THEN 

IF (a <> b) AND (b <> c) AND (a <>.c) THEN 
writeln (i) 



END; 



END. 



Dalibor Paar (3), Zagreb 



Primljeno je 77 rjeSenja. Raznim knjigama nagradeni su: 

1. BdHc Dejan (3), Trebinje; 2. Jankovii Dragon (4), Zajedar; 3. Kirdly Ferenc (2), Lendava; 4. 
Qgrisovti Vukan (?), Vr§ac; 5. Osipov Boris (?), Sarajevo; 6. Ozbic Tatjana (2), Postojna; 7. Paar 
QaHbor (3), Zagreb; 8. Pentid Miodrag (4), Pi rot; 9. Pjevalica Velibor (3), Novi Sad; 10. PuZic 
D&ems (2), Novi Pazar. 



Nagradni natjecaj br. 105 

U jednakosti 

1 2 
4865 “ 9730 

dvaju pozitivnih pravih razlomaka nalazimo svaku od deset dfara todno po jedanput, a kvodjent 
(0,0002055...) je minimalan . 

Nad jednakost dvaju pozitivnih pravih razlomaka u kojoj ce svaka od deset cifara ulaziti 
opet to£no po jedanput ali tako da kvodjent bude maksimatah. 

Odgovore poslati do 20. 12. 1987. Na kuverti napisati »NN 105«. Nagrade: 10 knjiga. Re- 
awltati u br. 3/154. 
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b) I z fizike: Babidjovan (2), Ugljevik, 19, 22—24; Babic Zivomir (3), Banjaluka, 49—22, 
25 ; BoBanid Danijela (2), Pandevo, 19, 21; Cuturid Lazar (2), Ugljevik, 19, 21 j Dejarwvid Alen 

(2) , Prijedor, 19, 21 , Dobmkar Jure (1). Slov. Bistrica, 19, 23—25; Durkovid Zvjezdan (2), Ugije- 
vik^ 19—21 ; Glamo&d Jadranka (2), Futop, sve; Gulan Robert (3), Novska, sve osim 23; Guzijan 
MihS (4), Zrenjanin, sve; Hadzialjevid Nemdna (3), Doboj, 19—22; Kabashi Gazmtid (3), Sdr- 
bice, sve osim 24; Kalajac Enes { 2), 2iv inice, 19—21, 24, 25; Kostadinovid Tamara (2), Bos. 
Novi, 19, 21; Lad Vesna (3), Varatfdin, 19—23; Medvid Boris (3), Sinj, 20—22, 25j Midi Netiad 

(3) Banjaluka, sve; Marid Dragdn (3), KruSevac, 19, 21—24; Medvid Boris <3), Sinj, 
20—22, 25; Mtdid Ncnad (3), Banja Luka, sve; MiUtid Predrag (3), Foda, sve osim 
19; MUkov Marija (1), Futog, 19, 20, 25; MiSkovid Milovan (3), Kljud, 19, 21, 22, 25; Mitrovid 
Miiar (2), Ugljevik, 19, 20, 22, 24; MladetwviZ Sola (3), Split, 19—22; Obradovid Milan (3), 
Novi Sad, sve; Poor Dalibor (3), Zagreb, 19—22; Pokra : ac Dragoljub (2), Nil, 19, 20, 23; Poljak 
Damir (2), Sinj, sve osim 23; Ramadam Ylber (2), Prig'tina, sve; Rizvatwvid Etida (2), Prijedor, 
20 ? 21, 24; Sabolid Dubravko (3), Zagreb, sve osim 25; Sadikovid Vehbija (3), Kljud, 19, 21, 25; 
Sehmbegomd Alen (1), Zagreb, 23, 25; Sladala Dejan (1), Prijedor, 19, 21, 22; Sokolovid Jovan 
(2), Pirot, 19, 20, 22, 24; Stranjah Armin (2), Mostar, 21—23; Selmid Rastko {2), Beograd, 20, 
24, 25; Skrtid Mono (2), Karlovac, 19 — 21, 23, 24; Tabakovid Dario (2), Banjaluka, sve osim 25; 
Tdbudid D&evad (2), Foda, 19—21; Tambaca Josip (2), Sibenik, 19—22, 25; Tokid Branka (3), 
Zadar, 19—21, 25; ToHd Stevan (2), Podr. Slatina, 19, 21; Trajkovid Miroslav (2), NiS, 23, 24 
Tuimski Dalibor (2% Slav. Pozega, sve osim 23 yVilibid Idea (3>, Split, 20, 21, 23; Vudkovidjel na 

(2) , Nil, 19, 20, 23—25; Amanacoe Puente (3), Kananapim, 19—21, 23; Baeu beeuH Buonema 

(3) , BeTOJia, 19—22; MohuH JJpaean (2), IlHpoT, cse com 21; Mapunma Beam. (3), Birmna, cee; 
Uempoeuh Carna (3), Bpnnm, cee; TJonm Mapjqn (4), Kasanapm*, 19—21. 

c) I* matematike za ekonomsko usmjerenje: Aleksid Vera (2), Sr. Mitrovica, 67, 
76; Lad Vesna (3), VaraSdin, sve osim 68; Nikolin Bojana (2), Pandevo, 67, 69, 70; Paresanovid 
Radomir (2), NikSid, 66, 67, 70; Pokrajac Dragoljub (2), NL, sve sem 66; Ramadam Ylber (2) 
PriStina, 70; Selimbegovid Alen (1), Zagreb, 66, 67, 69, 70; Sarid MiUjana (3), Belt Manastir, 
69; SduHd Marija (2), Slav. PoSega, 70; Takad Sihija (3), BeU Manastir, 69; Tokid Branka (3), 
Zadar, 67, 69, 70; ViUbid Ivica (3), SpUt 67, 70. 



FAlNJA! — STAR! BROJEVI — U aaiera skladistu ima starih brojeva, i to: god. XV, br. 4 
— god. XVI, br. 3, 4 — god. XVIII, br. 3, 4 — god. XIX, br. 1, 3, 4 — god. XX. br. 3, 4 — god. 
XXI.br. 4 — god. XXII, br. 4 — god. XXIII, br. 4 — god. XXIV, br. 3, 4 — god. XXV, br. 
4 —Trod. XXVI, br. 1, 3 — god. XXVII, br. 1,4 — god. XXVIII, br. 3, 4 — god. XXIX, br. 
l s 2, 3 4 — god. XXX, br. 3, 4 — god. XXXI, br. 2, 3, 4 — god. XXXII, br. 3 — god. XXXIII, 
br. 1, 2, 3, 4 — god. XXXIV, br. 2, 3, 4 — god. XXXV, br. 3, 4 — god. XXXVI, br. 1, 2, 3 4 — 
god. XXXVII, br. 1, 2, 4. 

Svakt se takav broj prodaje po djeni od 300 dinark (po primjerku). 



SVIM SURADNICIMA 



Svi rukopisi (po mogudnosti i ucenidka rje§enja) treba da budu napisani piaacim strojem, 
a-crtcii izradeni tusem na posebnom dvrstom papiru ili paus-papiru. Rukopisi senevradaju. 

rjeSavateljima zadataka 

U rjelenjima treba uvijek napisati i sam zadatak s rednim brojem, ne pozivajud se na broj 
i datum »Mat.-fiz. listat u kojem je bio postavljen. Svako rjelenje zadatka pisati na posebnom 
papiru (detvrtini ili pola arka) i to samo na jed.no j s Irani papira. Uz svako rjeSenje na vrhu papirji 
treba potpuno ispisati tekst zadatka, i to u istoj tertmnologiji kao i rjeSenje. Svako rje&nje treba dt- 
ljivo potpisati (ime i prezime), naznadti razred, Skolu i mjesto. 

Ne&tljiva i neuredna rjelenja nede se uopde uzeti u obzir. 

Rj Senja zadataka C) donosimo samo za udenike ekonomskih usmjerenja. Ona ne ulaze u 
*godifinji konkurs*. 
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